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Die Lehrbücher der Mechanik, welche auf das Problem des stabilen Schwimmens 
tiefer eingehen (in erster Reihe wäre Duhamels Mechanik zu nennen), beschränken sich 
meistens auf die Herleitung allgemeiner Grundsätze und Formeln, treten aber an die 
Frage nach den verschiedenen Gleichgewichtslagen specieller (homogener) Körperformen 
nicht näher heran. Erst in neuester Zeit hat Schülen in Erlangen (in Hoffmann’s Zeit- 
schrift für math. und naturw, Unterricht. Jahrg. 51, Heft 7 u. 8, Jahrg. 32, Heft 2)*) 
Untersuchungen darüber angestellt und insbesondere für das rechtwinklige Parallelepiped 
und den Würfel einige stabile Lagen bestimmt. Schülen hat das Problem von einem 
neuen Ausgangspunkte (Energie des schwimmenden Körpers bei einer sehr kleinen 
Aenderung seiner Lage) angegriffen und ist auf diesem Wege auch zu dem Duhame!'- 
schen Satze (s. d. vorliegende Arbeit Abschn. III) gelangt. Ich hatte mich gleichzeitig 
mit ähnlichen Untersuchungen beschäftigt, deren Resultate dann später vervollständigt 
und wesentlich erweitert wurden. Wine Veröffentlichung meiner Untersuchungen dürfte 
daher nicht ganz zwecklos sein. In den nachstehenden Mitteilungen habe ich die Wege 
eingeschlagen, die mich seinerzeit zum Ziele führten. 

In den nachstehenden Ausführungen wird als Flüssigkeit stets Wasser vom specifischen 
Gewicht 1 vorausgesetzt und die zur Wirkung kommenden Kräfte sollen sämmtlich nur 
soweit berücksichtigt werden, als sie das Archimedische Gesetz über das Schwimmen eines 
Körpers nicht stören. Aeussere Kräfte, die einen schwimmenden Körper aus der stabilen 
Gleichgewichtslage entfernen, sollen daher ausschliesslich eine drehende Wirkung auf 
denselben ausüben und ihn in keinem Augenblicke am Schwimmen hindern, sodass also 
die Höhe des Wasserspiegels unverändert bleibt. Von den inneren Kräften soll nur die 
Schwere und der Wasserdruck (Auftrieb) in Betracht gezogen werden. 


I. 
Gleichgewicht und Stabilität eines homogenen schwimmenden Körpers. 


Wenn ein schwimmender homogener Körper im Gleichgewicht ist, so liegt sein 
Schwerpunkt S senkrecht über dem Schwerpunkt S, seines eintauchenden Teils, da die 
in diesen Punkten nach unten und nach oben wirkenden gleichen Kräfte, die Schwere 
und der Auftrieb, einander aufheben. Es müssen also die statischen Momente des ein- 
tauchenden Teils für zwei durch S gelegte Vertikalebenen gleich Null sein. Hieraus 
erhält man zwei Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht. (1 

Der Körper sei nun durch äussere Kräfte um eine horizontale Achse, um den 
Winkel ọ gedreht, aber so, dass er auch in dieser neuen Lage dem Archimedischen 
Gesetz gehorcht, dass also das Volumen V, des eintauchenden Teils gleich dem Gewicht**) 
des Körpers ist (beide in den entsprechenden Einheiten ausgedrückt), und S, sei der 
Schwerpunkt des eintauchenden Teils. Fig. 1 stelle die durch S S, S, gelegte 
(Vertikal-) Ebene vor. Die Schwimmachse S S, werde von der durch S, gelegten 
Vertikalen im Metacentrum M geschnitten. N N sei der Wasserschnitt. Zieht man 
nun S A |L S, M und GL Il M S,, so bilden die in der Richtung S L wirkende 
Schwerkraft und der in der Richtung A M wirkende ebenso grosse Auftrieb ein an dem 
Arm SA =m wirkendes Kräftepaar, welches den Körper, sobald er sich selbst über- 

*) S. a. a. O, Schülen „Das Schwimmen, teilweise von einem nenen Standpunkt aus bearbeitet.“ 

**) Unter Volumen und Gewicht ist hier stets die Volnmenzahl und Gewichtszahl zu verstehen. 
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de a, e 


lassen wird, um eine horizontale Achse drehen muss. In dem Falle, den Fig. 1 darstellt, 
wird der Körper offenbar in seine erste Gleichgewichtslage zurückgedreht, sein Gleich- 
gewicht war also ein stabiles und in diesem Falle nehmen wir m positiv an. Läge M 
aber auf der entgegengesetzten Seite von S, so wäre m negativ, das Kräftepaar würde 
den Körper nach der entgegengesetzten Richtung drehen und immer weiter aus der ersten 
Gleichgewichtslage entfernen.. Sein Gleichgewicht wäre dann labil. Das Kraftmoment 
ist nun V, m, also die Bedingung für die Stabilität 

Kam Sg (2 
S S, werde mit e, und A S, mit n bezeichnet. 

Für die Grössen m und n sollen hier einige Formeln entwickelt werden, die den 
späteren Rechnungen zu Grunde gelegt werden können. m und n sind die Coordinaten 
des Punktes S, in Bezug auf die Achsen S L und S A und sollen durch Drehung der 
Achsen um den Winkel ọ transformiert werden. Zieht man S, © |. S S,, bezeichnet 
S C mit u, C S, mit v und zieht noch S, D (= m) | SL, so erhält man leicht 

m = v cos ọ — using | (5 
n = v sin g + u cos g | 

Fig. 3 stelle die durch die Schwimmachse S S, senkrecht zur Richtung der Drebungs- 
achse gelegte (Vertikal-) Ebene dar. A, B, sei die alte, A B die neue Wasserlinie, Ss 
S, seien die Projektionen der Schwerpunkte des neu eintauchenden und des neu heraus- 
tretenden Körperteils auf die Ebene der Zeichnung und S, C = u; S © = v, S, D =u, 
S D = v, die absoluten Werte der Coordinaten von S, und S,. Nach dem Archimedischen 
Gesetz muss das Volumen des neu eintauchenden Körperteils gleich dem Volumen des 
neu heraustretenden sein. Letzteres sei V,, dann finden zwischen den statischen Momenten 
der verschiedenen Körperteile folgende Gleichungen statt: 

Vi Vos Vig. (3%) 


Vin = Vior — Vy (us — u) 
Bezeichnet man nun v, -|- v, = E F mit e und u, — ug = S, F -+ S, E mit k, so wird 
ep | (6 
V,u= Vi 6, — Vk] 
Mit Benutzung der Gleichungen 5. erhält man daher 
Vı m = V e cos ọ + V, k sin ọ — V, e sin o | (7 


V, n = V, e sin y — V, k cos ọ + V, e, cos g.| 
Die erste dieser Gleichungen giebt das Drehungsmoment an. 
In welcher Weise die Grössen V} e k von dem Drehungswinkel g abhängig sind, 
soll im folgenden Abschnitt gezeigt werden. 


IL. 
Stabilität eines prismatischen Körpers. 


Es soll nun ein Körper betrachtet werden, der in der Umgebung des Wasserschnittes*) 
prismatisch ist. Er sei im Gleichgewicht, wenn die Seitenkanten seines prismatischen 
Teils vertikal stehen und werde um eine horizontale Achse um den Winkel e gedreht. 
Es sei (Fig. 4) wie in Fig. 3 die Zeichenebene senkrecht zur Richtung der Drehungs- 
achse und in ihr der Schwerpunkt S, A B die neue, A, B, die alte Wasserlinie, Sẹ F 
und S4 E senkrecht auf A, B, und es werde vorausgesetzt, dass A A, und BB, senk- 
recht geger A, B, gerichtet sind. Es ist dann (s.7u.8) EF = e und $S,F+S,E=k. 


*) D, h, zwischen den Wasserschnitten der ersten und der letzten Lage. 
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Bezeichnet man den Schnittpunkt der beiden Wasserlinien mit O, ferner OF mit x,, 
OEmitx,S,;,F mit y; und S, E mit y,, so ist e = X; +x,, Kk =Y; + Yy also 
V,e= V, x5 t Vs xX, > 

Vs k= V; y; +- Vs =) (10 

Es sind nun V; ya und V, y, die statischen Momente des neu eintauchenden und 

des neu heraustretenden Körperteils in Bezug auf den alten Wasserschnitt, V, Za Va x, 
die statischen Momente in Bezug auf die darauf senkrecht und parallel zur Drehachse 
gelegte Ebene. Ich berechne sie als Summe der statischen Moments sämmtlicher Elemente. 
Ein Flächenelement des alten Wasserschnitts sei d f, sein Schwerpunkt P (Fig. 5), auf 
df senkrecht stehe das Prisma PQ, sodass Q in dem neuen Wasserschnitt liegt. Zieht 
man PR senkrecht zur Schnittkante der beiden Wasserschnitte (die auch zugleich die 
Drehungsachse ist), so ist auch QR auf letzterer senkrecht und Winkel R= g. Ist 
RP =x und QP = y, so sind die statischen Momente des prismatischen Körperelements 


(P Q) in Bezug auf jene beiden Ebenen df-y- x S = L df-x*tg*munddf-y-x= 
d f- x? tg gy, folglich 


1 1 
Vs Ys =f; df-x*te*go = — tg*@ je df 
Vs Xs =e ss sg=wg [war 


wo die Summe auf den eintauchenden Teil des alten Wasserschnitts zu beziehen ist. 
Ebenso erhält man aber 


(10a 


1 ~ 
V; ie = = tg? gfx df 
Dr (10b 


(die Summe über den heraustretenden Flächenteil auszudehnen) folglich (nach 10) 
Vv, e = ig o fstas 
Vices te pfx df 


wo nun fx: df über den ganzen alten Wasserschnitt auszudehnen ist. Diese Summe 
ist aber das Trägheitsmoment des alten Wasserschnitts in Bezug auf die Drehungs- 


achse (wenn die Dichtigkeit = 1 vorausgesetzt wird). Bezeichnet man letzteres mit T,, 
so wird 
V, e = T, tg9 
2 11 
Vak = T, tg’ g ; 
Der Rauminhalt des neu eintauchenden Körperteils ist V; = fr -df=/x-df-tgp 


3 
und ebenso gross ist V, = [x -df- tg g, 


das Volumen des neu heraustretenden Kérperteils. Hieraus folgt 


feir = fan 


3 4 


ne 


Dieses sind aber die statischen Momente der beiden Flächenteile in Bezug auf die 
Drehungsachse, letztere geht folglich durch den Schwerpunkt des alten Wasserschnitts. 


Aus 11 und 7 ergiebt sich 


i ; 
V, m = sin g l(i + > tg’ ol Per 6s | (12 

Va 9 T, sin e, tg ọ + V, e, cosg (13 

Ist nun die Anfangslage des Körpers stabil, so muss (nach 9 und 12) V, m und folglich 
1 x S A 

(1 + 5 tg? g) T, — V, e, > o sein. (15 


Ist dagegen die Anfangslage ein labiles Gleichgewicht, so ist V, m und daher 


1 - 
(1 tq tg y) Lu Kane 


IMI. 


Stabilität eines beliebigen homogenen Körpers. 
Duhamelscher Satz. 


Entwickelt man in den Formeln 12 und 13 die Funktionen sin e, tg p, cos 9 nach 
Potenzen von g und setzt den Bogen o so klein voraus, dass seine höheren Potenzen 
neben den niederen vernachlässigt werden können, so erhält man aus 12 (nach Division 


durch V,) 
m= @ (es — e1) (16 
1 


Man kann nun diese Formel auch auf einen ganz beliebig gestalteten homogenen 
Kérper anwenden. Denn denkt man sich auf dem Wasserschnitt der Gleichgewichtslage 
ein gerades Prisma, das mit dem Hauptkörper um den sehr kleinen Bogen oe gedreht 
wird, so werden für dieses die statischen Momente des neu eintauchenden und des neu 
heraustretenden Körperteils nach den Formeln 10a und 10 b bestimmt und erhalten mit 
Vernachlässigung der höheren Potenzen von p die Werte 


i ; e 
V3 X3 = @ SE df Vs y3 = 5 el x’df 


3 5 


F 1 9 3 2 
Vea = ofe df V3 Ys = 5 er (a df. 


Es sind also die Momente V x vom 1. und die Momente V y vom 2. Grade in 
Bezug auf oe, i 

Zu diesen sind nun die statischen Momente der Körperstücke hinzuzufügen (teilweise 
ev. mit negativem Vorzeichen), welche zwischen den Seitenflächen des Prismas und des 
Hauptkörpers liegen. Letztere sind aber, wie leicht einzusehen, in Bezug auf gewisse 
sehr kleine mit e proportionale Längen für die Momente V-x vom 2., für V- y vom 
3. Grade, also zu vernachlässigen. Es behalten daher auch für den allgemeinen Körper 
die Formeln 11. 12. 16 für sehr kleines e ihre Giltigkeit. Aus 16 folgt also als Be- 
dingung für die Stabilität: 


= Bu. 0. (18 


- 
— í — 


Diese Bedingung muss natürlich für jede durch den Schwerpunkt des Wasser- 
schnitts gehende Drehungsachse erfüllt sein, das ist aber der Fall, wenn sie für die des 
kleinsten Trägheitsmoments erfüllt ist. 

Diese Bedingung ist bereits von Duhamel in seinem „Lehrbuch der analytischen 
Mechanik“ entwickelt worden und ich teile den dort (Deutsche Ausgabe von 1853) aus- 
gesprochenen Satz hier wörtlich mit: 

„Das Gleichgewicht eines schwimmenden Körpers kann noch sicher sein, wenn 
der Schwerpunkt des Körpers über dem der verdrängten Flüssigkeit liegt, nur 
muss dann die Entfernung dieser beiden Punkte kleiner sein als das kleinste 
der Trägheitsmomente der Schnittfläche des Körpers mit der Wasseroberfläche 
in Bezug auf die durch ihren Schwerpunkt gezogenen Geraden, dividiert durch 
das eingetauchte Volumen“. 


IV. 


Uebergang von einem (labilen) Gleichgewicht ins andere (stabile). 
Gerades Prisma im ersten Drehungsgebiet, 

Ein gerades Prisma schwimmt offenbar im Gleichgewicht, wenn seine Seitenflächen 
vertikal, die Grundflächen horizontal sind, denn die Schwerpunkte S und S, liegen in 
der durch die Schwerpunkte der Grundflächen gelegten Hauptachse (Schwimmachse). Das 
Gleichgewicht ist stabil (18), wenn 


Ti 
Y, BE > 0. 
Ist diese Bedingung aber für eine Drehungsachse nicht erfüllt, d. h. 
T 
v, a Oy < 0, 


so ist das Gleichgewicht für diese Achse labil und das Prisma wird, wenn äussere Kräfte 
es um einen noch so kleinen Winkel um diese Achse drehen, durch Schwerkraft und 
Auftrieb weiter gedreht und immer weiter aus der labilen Gleichgewichtslage entfernt 
werden, weil (nach 12) das Drehungsmoment 


Va en sin p. | (1 + - tg? g) T, — V, d 
für noch so kleines 9 negativ ist. Dann wird aber das Drehungsmoment, desser negativer 
Faktor (absolut genommen) mit wachsendem g kleiner wird, für einen genügend grossen 
Drehungswinkel 9, gleich Null werden. Angenommen, diese Lage werde erreicht, bevor 
die obere Grundfläche eintaucht, so ist sie bestimmt durch die Gleichung 


1 a 
(1 + E tg? 9.) Le Vue, = 0 


Te (27 
oder tg e = V 2 (7% -— 1) 
1 


Diese Gleichung enthält eine der Bedingungen (1) für eine neue Gleichgewichts- 
lage des Körpers, denn das statische Moment des eintauchenden Teils für die durch den 
Schwerpunkt S parallel zur Drebungsachse gelegte Vertikalebene (V, m) ist Null. Soll 
also die Lage (p,) wirklich eine Gleichgewichtslage sein, so muss das statische Moment 


ER 


des eintauchenden Körperteils (nach 1) noch für eine zweite durch S gelegte Vertikal- 
ebene gleich Null sein. Wir legen diese zweite Ebene durch die alte Schwimmachse O S 
senkrecht zur Drehungsachse. 

Fig. 9 stelle die durch GH und OS gelegte (Vertikal-) Ebene vor, die den Wasser- 
schnitt JI in G, H, schneidet. Für diese Ebene muss das statische Moment des ein- 
tauchenden Körperteils gleich Null sein. Bezeichnen wir letzteres mit M,, die statischen 
Momente des neu eintauchenden (O H H») und des neu heraustretenden (O G G,) Körper- 
teils mit M, und M,, so muss, da das statische Moment des vorher eintauchenden Teils 
(G HJ K) gleich Null ist, offenbar 

q M, = M, — M, = O sein. (28 

Es sei nun in dem Wasserschnitt I in P ein Flächenelement d f (s. Fig. 10) und 
auf d f senkrecht stehe ein Raumelement des neu eintauchenden Teils, das von dem Wasser- 
schnitt I] begrenzt wird. Seine Höhe sei z, ferner die Coordinaten von P in Bezug auf 
die Achsen OF, OH: PR = u, P Q = v}, so ist z = u, . tg 9,, also das statische 
Moment dieses Raumelements für die durch GH gelegte Vertikalebene 

df-z-vs = us-v,-df- tg p; 
und das statische Moment des neu eintauchenden Körperteils 


M; =J üs Va- df- te gy, (29 
3 
wo die Summe auf den ganzen Flächenteil FHE zu beziehen ist. Wir nehmen dabei 
die Richtung OH für + u und die Richtung OF für -+ v an. 


Es sei nun ebenso in dem Flächenteill FGE in P, ein Element df und darauf 
senkrecht ein Raumelement des neu heraustretenden Körperteils z df = u, . tg p, - df, 
also das statische Moment dieses Raumelements u, v,.df.tgy,, wo u, v, die Coordi- 
naten von P, für die Achsen OG und OF sind. Folglich ist das statische Moment des 
neu heraustretenden Kérperteils 


M, = fu vu, af. tg gi 
4 


wo die Summe auf den ganzen Flichenteil F G E zu beziehen ist. 
Nach 28 ist daher 
M; = / UV, . df. tg g, — J Uy Ya e Of. ty gy, 
3 H 
oder, wenn wir beide Summen zusammenfassen (da u, mit — u, bezeichnet werden kann) 
M, = fü VOL PO 


1 


(3 
oder f DEES | 


1 


wo die Summe nun über den ganzen Wasserschnitt I auszudehnen ist. 


Die beiden Bedingungsgleichungen für die zweite Gleichgewichtslage (p,) stelle ich 
(aus 27 und 31) hier zusammen: 


1 S g 
T, (1 a =e & e, ) — Nuel =o | 


(32 
/ Neve citi == 10 | 


z 


Hierin ist T, das Trägheitsmoment des Wasserschnitts I für die Drehungsachse, u, v sind 
die Coordinaten der Flächenelemente df für die Drehungsachse und die darauf senkrecht 


stehende Achse und die Summe J ist auf den ganzen Wasserschnitt I zu beziehen. 
ù 1 
Soll nun die Gleichgewichtslage (p,) eine stabile sein, so muss nach dem Duhamel- 
schen Satze (18) l 
Ta — Va 64) > 0 (33 
sein, wenn Tm das kleinste aller Trägheitsmomente des Wasserschnitts II (in Bezug auf 


die durch seinen Schwerpunkt O gehenden Achsen) und e, die Entfernung der Schwer- 
punkte S, S ist. 


Den Wert von V, e, erhält man aus Gleichung 13 


Ypa = T, sin ọ . tg gy + V, e; cos @ 


2 
wenn darin g = g, und n = ey gesetzt wird: 


- DACH er 7 
V; & = > T, sing, ege + Vı e, cos gy, (34 


Nehmen wir hierzu die Bedingungsgleichung (32): 
S 1 a 
V, & = T, (ı 5 2 GEN 
so ergiebt sich durch Elimination von V, e, 
V; e = T, (cos g, + sin 9, - tg gı) 
T, (35 


oder V, e — 
COS Py 

Um nun Tm zu bestimmen, bezeichnen wir für den Wasserschnitt II das Trägheits- 
moment in Bezug auf die Drehungsachse EOF mit T,, in Bezug auf die zu E F senk- 
rechte Achse G, OH, mit T, und endlich das Trägheitsmoment für eine beliebige durch 
O gehende Achse P Q, die mit EF den Winkel o bildet (s. Figur 11) mit T. Hat nun 
ein beliebiger Punkt R (Schwerpunkt eines Flächenelements df,) die Coordinaten RN = u, 
RM=v, und für die neue Achse P Q die Ordinate e, so ist nach der bekannten Coor- 
dinaten-Transformation 


ç = uy cos w + V; sin u, (36 
folglich 
2 2 ‘ 
d WE fe df, =" cos* u fi df, + sin? u f~ df, + sin 2 wf Up Va. df, 
Ces Sp “3 2 
oder T = T; - cos? u + T,!- sin? u + sin 2 u LE? E e (37 


2 


Es sind nun die Flächenelemente df des Wasserschnitts I die Projektionen der 
Elemente df, des Wasserschnitts II, ebenso die Coordinaten u v die Projektionen von 
He Va, folglich 


5 df u 
df, = —— He Vy = V 
cos Q; COS Py 


"ek Sr n 
We — / u df, = / = 3 df = Tı 
«Fo 2 Ji COS” Py cos” @, 
T = T v H m = af — T; (38* 
2 e053 es Pr cos p, 
S Á 1 . 
u, Va di, = —— -fu-v-df 
d cos’ Q, 


Aus der letzten der vorstehenden Gleichungen folgt nach 32 


[x Ve df, = 0 (39 


also nach 37 
(40 


1 
T = T, - cos? u + T,- sin’ u 


Für das kleinste (und grösste) der Trägheitsmomente T muss 


ID S o sein, also 
ae ein, als 
1 
(7, =< T,) sn 2 u =o 
1 m 
oder, da Ir, =" :) im Allgemeinen von Null verschieden sein wird, 


sine f= 0, = lo 


Diese beiden Werte für u geben aus 40 das kleinste und das grösste der Trägheits- 
momente T: 
To = T, | 
1 (41 
em | 
Das grösste und das kleinste der Trägheitsmomente des Wasserschnitts H 
in Bezug auf die durch seinen Schwerpunkt gehenden Achsen sind also die 
für die Drehungsachse und für die darauf senkrechte Achse. Die Werte für 
diese beiden Trägheitsmomente ergeben sich aus 38 und 41: 


n br — 
> Cc os? Pi 
ey (42 
Op — I 1 
m cos Pı 
Die Bedingung für die Stabilität der Gleichgewichtslage (g,) ist nach 33 und 35: 
T, 
T— - > 43 
! cos 9 ~ $ ( 


wo für T der kleinste Wert, d. h. der kleinere von den beiden Werten.T'm und 
1 
T zu setzen ist. Es ist aber fir T = Tm (s. 42) 


m 
m T P m 
Hr 1 = a : = 1 a A e d. i. 
COS GP, COS” GP, COS Q, COS Py, 


dingung 43 stets erfüllt. 


> o, also die Be- 


> ie ist das Trägheitsmoment des Wasserschnitts I für die zur Drehungsachse senkrechte Achse. 


| eg 
Es bleibt also nur (T = T} gesetzt) als Bedingung für die Stabilität: 


2 Da 
COS Py COS Py 
„Die schiefe Gleichgewichtslage eines geraden Prismas (im I. Drehungs- 
gebiet) ist also stabil, wenn das Trägheitsmoment des I. Wasserschnitts für 
die Drehungsachse kleiner ist als für die darauf senkrechte Achse“. 
Bisher konnte von der Gestalt der Grundflächen des geraden Prismas gänzlich ab- 
gesehen werden. Im folgenden Abschnitt sollen nun besondere Fälle betrachtet werden. 


1 r aT 3 
> o oder Tı > T, (43a 


NV. 
Gerades Prisma von besonderer Gestalt. 


Der Wasserschnitt I des Prismas habe zwei durch den Schwerpunkt O gehende auf- 
einander senkrechte Hauptachsen A B und C D, die Drehungsachse E F bilde mit A B 
und die Achse G H mit D C den Winkel œw (s. Fig. 11). Die Richtung O C soll als 
positive X-achse, die Richtung O A als positive Y-achse angenommen werden. Sind die 
Coordinaten eines Punktes P der Fläche für die bisherigen Achsen u, v, für die Haupt- 
achsen x, y, so hat man zur Transformation auf die Hauptachsen die bekannten Gleichungen: 

u = y sin w + x cos w | (44 
v = y cos w — x sin w | 
Dann wird 
u.v = (y? — x’ sin w cos w + x y (cos? œw — sin? w) 


also (nach 32) die zweite Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht 


(fra f — f? d £) sin œw -cos w -+ / x y d f.(cos* w — sin? w) = o 
e ‘ D 


1 1 
oder wenn die Trägheitsmomente 


TEE euer, 
aL “ 


1 
gesetzt werden: 
1 : , 
» OI: Sech Ty) sın 2 w | f y i d f- cos 2 w = o (45 


1 


Gerades Prisma, dessen Grundfläche eine Symmetrieachse hat. 


Hat die Grundfläche des Prismas, also auch der ihr kongruente Wasserschnitt I eine 
Symmetrieachse und wird diese als eine der Hauptachsen angenommen, so ist die Summe 


[xyat=o 


1 
da immer die beiden Glieder, die sich auf zwei zu beiden Seiten der Symmetrieachse in 
gleichen Abständen von den Hauptachsen liegende Flächenelemente beziehen, entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben, also einander aufheben. Dann geht also die Bedingungs- 
gleichung 45 in folgende über: 
(T: — Ty) sn Zo = o (46 


2% 


12 — 


Diese hat drei Lösungen 
00, eh Oe Ee Ni (47 
In schiefer Lage kann also das Prisma im Gleichgewicht sein entweder wenn es 
um eine der beiden Hauptachsen des Wasserschnitts I gedreht wird, oder wenn die Trag- 
heitsmomente der Fläche für die beiden Hauptachsen gleich sind. Im letzteren Falle ist 
die Gleichgewichtslage unabhängig von œ oder von der Richtung der Drehungsachse. 


Für diesen Fall bilden wir das Trägheitsmoment für die Achse E F (Fig. 11) 


d = fu. d f 
1 


und transformieren dieses auf die Hauptachsen, setzen also aus 44 
zz Taina Leo o 
Dann wird 


d 


EI fy? d f + cos’ w d x? df + sin 2 w [x y-df 


1 1 1 
oder, da das dritte Glied gleich Null ist, 
T, = Tx-sin? oe + fe. cos? o 
und da (47) T, = Ty 
el, cad 


Da hierbei der Winkel œ ganz beliebig vorausgesetzt ist, so folgt aus 48, dass 
das Trägheitsmoment des Wasserschnitts I oder der Grundfläche des Prismas 
für alle durch den Schwerpunkt gehenden Achsen denselben Wert hat, 80- 
bald die Trägheitsmomente für die Symmetrieachse und für die darauf senk- 


rechte Achse einander gleich sind. (49 
Für ein solches Prisma ist also auch 
om) — P 
1 1 
also (42) das grösste und kleinste Trägheitsmoment für den Wasserschnitt I 
TD WA 
I 1 i} 
ie —- = Tm = E 
cos’ P; COS Gy 
9 1 
also Ta. coag = Im 


folglich TÌ < T 


m 


d. h. das kleinste der Trägheitsmomente des Wasserschnitts JI ist das für die zur 
Drehungsachse senkrechte Achse. (50 


Nach 43 ist nun die Bedingung für die Stabilität der Gleichgewichtslage (y ;) 


m 
er SE 
COS Gy 
die für jedes der Trägheitsmomente T erfüllt sein muss. Setzt man für T das Minimum 
ry 
T 1 — I 1 
m cos 
so wird 
m 
1 lay ak e 
Tm a ee AND (51 


= HO = 


In der Gleichgewichtslage (y,) ist also das Drehungsmoment für jede durch den Schwer- 
punkt O des Wasserschnitts gehende Drehungsachse positiv und nur für die zur ersten 
Drehungsachse EF senkrechte Achse G, H, (Fig. 11) ist es Null, folglich das Gleich- 
gewicht stabil. Der Wert des Drehungswinkels p,, der die schiele Gleichgewichtslage 
bestimmt, ist zu berechnen aus Gleichung 27: 


V, © ) Ge 
dr ~ / 2 1 Ze (52 
tg g 1 | ( T, l 


wo nun T, das Trägheitsmoment der Grundfläche für jede durch ihren Schwerpunkt 
gehende Achse ist. 


Das Vorstehende gilt für jede Drehungsachse des Wasserschnitts I, für welche 
ry 
T; ge 
Oy) 207388: 

y 1 e 
Da aber nach den obigen Voraussetzungen das Trägheitsmoment T, für alle durch 
den Schwerpunkt O gehenden Achsen denselben Wert hat, so ist für alle Drehungs- 


rm 
achsen die Grösse v. — e, entweder positiv oder negativ. Im ersteren Falle schwimmt 
1 
das Prisma in der aufrechten Lage stabil, im zweiten Falle ist die aufrechte Lage nach 
allen Richtungen labil, das Prisma kann aber durch Drehung um eine beliebige 
horizontale Achse (um den Winkel ¢,) in eine schiefe stabile Gleichgewichtslage gelangen, 
so lange dabei keine der beiden Grundflächen vom Wasserspiegel durchschnitten wird. 
Da diese schiefe Stabilitätslage von der Richtung der Drehungsachse (d. h. von der Grösse 
des Winkels œ) ganz unabhängig ist, so ergiebt sich daraus folgendes Gesetz: 


„Bin in schiefer Lage stabil schwimmendes gerades Prisma gelangt durch 
Drehung um seine Hauptachse (die durch die Schwerpunkte der Grundflächen 
geht) in immer neue stabile Gleichgewichtslagen, so lange keine seiner 
Grundflächen von der Wasseroberfläche durechschnitten wird“. 


Ein gerades Prisma verhält sich also in dieser Beziehung ebenso wie ein gerader 
Kreiseylinder. Es soll nun die Bedingung dafür aufgesucht werden, dass keine der 
Grundflachen vom Wasserspiegel durchschnitten wird. 


Ist (in Figur 12) die obere Grundfläche dargestellt, O, ihr Schwerpunkt, E, O, F, 
parallel zur horizontalen Drehungsachse, E, P, F, der bei der Drehung der Wasserfläche 
zuneigende Teil der Grundfläche und hierin P, der am weitesten von der Achse E, F, 
entfernte Punkt der Begrenzung, so soll, wenn P, Q, | E, F, gezogen ist, die Entfernung 
P, Q, mit um bezeichnet werden. Mit dem Punkte P, berührt die Grundfläche zuerst 
den Wasserspiegel und diese Lage sei durch die durch P, Q, gelegte Vertikalebene in 
Fig. 12a dargestellt. Q liegt in der Drehungsachse und Winkel Q P, Q, ist gleich dem 
Drehungswinkel 9. Q Q, ist die Höhe des in der aufrechten Lage über dem Wasser 
befindlichen Körperteils. Wird die Höhe des ganzen Prismas mit b und sein specifisches 


Gewicht mit s bezeichnet, so ist offenbar Q Q, = b (1 — s) 
folglich bls 
me, =o) (53 


Diese Formel giebt den Grenzwert von gx an für den Fall, dass die obere Grund- 


S ; ; ; 8. 
fläche zuerst vom Wasserspiegel durchschnitten wird, d. h. wenn s > 9 ist. Ist aber 


= C SE 


Ch g: 9 führt eine ganz ähnliche Betrachtung wie die vorstehende, die nun aber 
an dem eintauchenden Körperteil auszuführen ist, zu der Formel 
bs 
a 


tg = 53a 
EN Pı Ta ( 


WO Um für die untere Grundfläche dieselbe Bedeutung hat wie in 53 für die obere, und 
wo bs nun die Höhe des in der aufrechten Lage unter dem Wasserspiegel befindlichen 


Körperteils ist. 


Bezeichnet man die Grundfläche des Prismas mit F,, so ist das Volumen des ein- 


tauchenden Körperteils V, = F, - bs, und die Entfernung der Schwerpunkte von ein- 
b bs b 
ander SS, =e, = a na (1 — s). 


Mit Benutzung dieser Werte ergiebt sich aus 52, 53, 53a fiir die schiefe stabile 
Lage (y,) die Bestimmungsgleichung: 


Wie = “—— . s (l—s)—2 (54 
5 1 E; 
mit der Bedingung: 

b (1 — s) für s > | 
Um SE $ (BE 
ig pı S d 1 Ve 

| = fürs <- 

Um > 2 


VI. 
Das regelmässige gerade Prisma. 


Hin regelmässiges Polygon von beliebiger Seitenzahl habe (wie in Fig. 11) eine 
Symmetrieachse A B als Y-achse und die darauf senkrechte Gerade DC als X-achse, ihr 
Schnittpunkt O sei der Mittelpunkt (Schwerpunkt) des Polygons und eine beliebige dritte 
durch O gehende (v =) Achse F E bilde mit O B den Winkel w. Ist u fiir diese Achse 
die Ordinate eines beliebigen Punktes P des Polygons, so ist (44) 

u = y sin œ + X cos o 
t= rf sin? w +x’cos’o + x y sin 2 w 


also das Tragheitsmoment 


T SH u? df = sin’ o / y? d f + cos? w / x?7df? -+ sin 2w. / xydf 


Da aber die Y-achse A B eine Symmetrieachse ist, so ist [ x y df = o, folglich nach 


den früheren Bezeichnungen 
T = S sin? w + Ty cos’? o (56 


Wendet man diese Formel auf eine andere Symmetrieachse des’ Polygons (die mit 
A B gleiche relative Lage hat) an, so ist für diese das Trägheitsmoment offenbar = Ty, 
folglich (56) 


T, = T. sin” o + Dy cos! o® 
T,sn’o = Tx sin’ œ 
T GH T 
a x 
also aus 56: Tape 


Hieraus ergiebt sich der Satz: „In jedem regelmässigen Polygon haben die 
Trägheitsmomente für alle durch seinen Schwerpunkt (Mittelpunkt) gehenden 
Achsen denselben Wert“. 

Jedes gerade regelmässige Prisma gehört also zu der Art von Körpern, die im 
vorigen Abschnitt behandelt wurden. Wenden wir daher auf sie das oben (52a) an- 
gegebene Gesetz an: 

„Schwimmt ein regelmässiges gerades Prisma in schiefer Lage stabil 
und zwar so, dass seine obere Grundfläche über, die untere unter dem 
Wasserspiegel sich befindet, und wird es um seine (zu den Grundflächen 
senkrechte) Hauptachse gedreht, so bleibt es in allen Lagen im stabilen 
Gleichgewicht, so lange keine der Grundflächen den Wasserspiegel durch- 
schneidet“. 

Die bisherigen Ergebnisse sollen nun zunächst auf einige besonders einfache Körper 
angewendet werden. 


A. Das dreiseitige gerade regelmässige Prisma. 


Nach dem Duhamelschen Satze schwimmt das Prisma in der aufrechten Lage 
stabil, wenn 
ee) 


Ist a die Grundkante, b die Seitenkante des Prismas, s sein specif. Gewicht, F, 
der Inhalt einer Grundfläche, so ist 


ah 1 a? a b (1 = al 
ER V, = F, b-s e; pte 
also die Stabilitätsbedingung 
= a? AN: 
Bis = ea zoll al > o 
oder 
(>) zen (57 
) 


Dadurch ist bei gegebenem spec. Gew. die Grenze für das Verhältnis der Kanten- 
längen bestimmt. Umgekehrt folgt aus 57 


p- z) GEIER 68 


Diese Bedingung ist offenbar erfüllt, wenn 


= ) > 3 oder S > 1,7321 
) ) 


He 


In diesem Falle ist also bei jedem spec. Gew. zwischen o und 1 die aufrechte Lage stabil. 


eur - e Gë ac e : 
Ist aber < 1,7521, so ergiebt sich aus 58 für s die Bedingung: 


s / a \? 
ee Ae SS 
= | 3 \b 


Zahlenbeispiele. 
L Ein regelm. dreis. gerades Prisma hat das spec. Gew. 0,8. Bei welchem Kanten- 
verhältnis schwimmt es in aufrechter Lage stabil? 
Auflösung. Aus 57 ergiebt sich das gesuchte Kantenverhältnis: 


a = D CO D 
SE V E teg 


oder angenähert: a vn 139 
b "up 


2. Welches speeifische Gewicht muss ein gleichkantiges ger. regelm. dreiseitiges 
Prisma haben, um in aufrechter Lage stabil schwimmen zu können? 


bo 


Auflösung. In 58 ist d = L zu setzen. 
) 
see ee re 
Dann wird | 1 3 (+) = | = | 0,6667 = 0,8165. 
€ . D € 
Daraus ergiebt sich angenähert 
s > 0,908 


oder s < 0,092. 


Ist die Bedingung 57 (oder 58) aber nicht erfüllt, so ist die aufrechte Lage labil 
und das Prisma dreht sich um irgend eine horizontale Achse, um in eine neue (stabile) 
Gleichgewichtslage zu gelangen. ABC (Fig. 13) sei die obere Grundfläche, S ihr Schwer- 
punkt, PQ die zur Drehungsachse parallele Achse, die mit der Hauptachse DE (|| BC) 
den Winkel w bildet, und FG||AC. Liegt die Ecke B in dem bei der Drehung dem 
Wasserspiegel zuneigenden Teil der Fläche, so ist B offenbar der von der Achse PQ 
entfernteste Punkt der Begrenzung, folglich wenn BH ` PQ gezogen wird, BH = un 
(s. Fig. 12. Zieht man B S, so ist Winkel BSD = 30°, Winkel D SP = a, 


Be ee 


2 
D 


ge ze ` «sin (30° + w) (59 


Wir erhalten also aus 54 und 55 für den Drehungswinkel gy, der stabilen Gleich- 
gewichtslage die Bedingungen: 


b? l 
wa = |e = s (1 — s)— 2 


b _(l—s) ) 3 


(60 


te Kä = = : 
B Pı a sin (30° + w) 
- : P 
In der zweiten Bedingung ist s statt 1 — s zu setzen, wenn 8 < ist. 


Hi 


Die Achse P Q nimmt offenbar alle nur möglichen relativen Lagen an, wenn œw von o 
bis 60° zunimmt, d. h. wenn die Achse PO aus der Lage DE in die Lage FG ge- 
dreht wird. 


- 1 
Aus 60 folgt (fir s > ` ) 


In Seo re 
24 . s(l—s)—-2<— > 
) 24 a: = ( ) a sin (80° + oi 
woraus 
(li—s)y 3 i 


sin (30° +- w) < für's > 


J 09-265) 2 


V3 i 


und sin (30° + œ) < für s < 


| aen (H) 


die Grenze des Drehungswinkels o 


(61 


nN 


a 
b 


bestimmt werden, für welche die obere Grundfläche nicht eintaucht. 


Hieraus kann für gegebene Werte von s und 


Ist der Grenzwert von w = 60°, sokanndas Prisma in der schiefen stabilen Gleich- 
gewichtslage um seine Hauptachse beliebig weit gedreht werden, ohne mit der oberen 
Grundfläche einzutauchen und ohne seine Stabilität zu verlieren. Die Bedingung dafür 
erhält man, wenn (in 61) œ = 60° also sin (30° + œ) = 1 gesetzt wird: 


ee a, ES 
(tir s> >): |24 s (1 — s8) — 2 (=) < (1 — s8) V3 


oder: 24 s (1—8) — 2 ) Ss 3 (1—s)? 


N 3 
(+) > 3 (1 — s) (9 s — 1) 


f; 3 3 <. l 
also x >> E . (1 E 8) (9 RB — 1) für 8 2 2 | 


z (62 
und EA S -s (8 — 9 al fir ee - 
; b = 2 4 2 


Wenn aber die Bedingung 61 bereits für den kleinsten Wert von œ, nämlich 
für o=o, nicht erfüllt ist, wenn also 


sin? (30°) ee CERN em für s > 5 
24 s (1 — 9 — 2(Ż) 2 
b (63 
e 3 s” - = wl 
oder sin? 30° ~>——— Di. — fir ak 


a \? 2 
24 s (1 -a — 2(2) 


la 


so ist sie für grössere Werte von w um so weniger erfüllt und in diesem Falle giebt es 
keine schiefe Gleichgewichtslage in dem bisher vorausgesetzten Drehungsgebiet. Die 


1 
Bedingungen 63 gehen, da sin 30° = >, durch Transformation in folgende über: 
ae a ] 
(+) < 6 (1 — s) 8 s — 1) furs. > 3 
; ? 
SC 1 (64 
und (*) < 6s (2 — 8 s) für s < = 


Aus den bisherigen Entwickelungen ergiebt sich folgendes Gesammtresultat: (65 
„Wenn in einem regelm. dreiseitigen geraden Prisma mit der Grund- 
kante a und der Seitenkante b und vom spec, Gew. s 
ay: 
I (*) > 12 s (1 — a 
so schwimmt es in aufrechter Lage stabil. 


Wenn 3 5 (1 Dë s) (9 ee 1) für s > ; 
1 221» > E Zen: i 
b | 55 (8 — 9 a firs < 3 


so schwimmt es in aufrechter Lage labil, erreicht aber durch Drehung um 
jede beliebige horizontale Achse eine schiefe stabile Lage, in der seine 
Hauptachse mit der Vertikalen den aus der Gleichung 


Lu? 
ge == 24 (>) s (1 — s) — 2 


bestimmbaren Winkel g, bildet. 


Wenn 

II 3 Sey (ita) Were - a TARI 
| np D UI Gen dp (tis > z) 
7186-99) >) 26s@-39 (für s < z) 


so schwimmt das Prisma in aufrechter Lage labil und erreicht durch 
Drehung um eine horizontale Achse (wie in II) eine schiefe stabile Lage. 
Doch ist die Richtung dieser Horizontalachse beschränkt; der Winkel o 
den sie mit der Richtung einer Grundkante bildet, muss der Bedingung (61) 
genügen: 


Beet ëng, ti 8 > ` 

24s (1 —s) — 2 (*) ` 

sin? (30° + œ) < 3 32 fn < 1 
- ` ur s =, 

2 


i, Ko FEN 
24 s (1 — s) — 2 (+) 
Wenn endlich 


| 
IV a\? _ | 6 (1 — s) (8 s — 1) fir s > > 


US firs < 5 


=| ERN 


so hat das Prisma ausser der aufrechten labilen keine Gleichgewichts- 

lage weiter ohne dass eine der Grundflächen vom Wasserspiegel durch- 
schnitten wird.“ 

Zahlenbeispiele: (66 

3. Welches Kantenverhältnis hat ein regelm. gerades dreiseitiges Prisma vom spec. 


D 


Gew. z, wenn es stabil so schwimmt, dass eine obere Ecke im Wasserspiegel liegt, und 


welchen Winkel bildet seine Achse mit der Vertikalen? 
Aufl. Aus 65 II haben wir die Bedingungen 


(2) = > (1 — s) (9 s — 1) 


b 
É RK CM ‘ 
oo, — 94 . s (1 — s) — 2 
2 
Aus der ersten ergiebt sich fir s = Ce 
SCHÉI 5 ae u 
(=) = 3 p — 1,98 (angenähert) 
e Sé 158 
oder b 100 


und aus der zweiten Bedingung 
Pi = 20 dO 


4. Ein gerades regelm. dreiseitiges Prisma schwimmt in aufrechter Lage labil, kippt 
um eine horizontale Achse, die mit einer Grundkante einen Winkel von 15° bildet und 
gelangt nach einer Drehung von 30° in eine stabile Gleichgewichtslage, bei der eine Ecke 

e : 2 à s e > N al A 
der oberen Grundfläche im Wasserspiegel liegt. Wie gross ist das Kantenverhältnis T 
) 


und das specif. Gewicht? 


Aufl. Da hier œ = 15° und 9, als Grenzwert = 30° ist, so hat man aus 60 
- É 
GEIER s (1 ei $ 
i (1 ) ¥3 Gs 
EE EH eg 
und tg 30° = = sin 45° 


e Ge? a 5 - 
Aus diesen Gleichungen ist i und s zu bestimmen, Aus der zweiten Gl. folgt, da 
) 


y 3 und sin 45° = i y 2 ist, 


(2) = 1 ; 
a) 738: (=p (08 


und folglich aus der ersten nach einigen Reduktionen: 
7 or 
at ze 0,636 


tg 30° 


also aus 68: 


Kä 


d. i. angenähert = 


3* 


— 20 


B. Der gerade Kreiscylinder. 


Ist r der Radius des Cylinders, b seine Höhe, so ist 
a 7T 4 A} 9 
d Ke 1% F; = ZE r Um = r En = z (1 pò 8) 
+ 2 
also nach dem Duhamelschen Satze 


gewichtslage 


die Bedingung fiir cine stabile aufrechte Gleich- 


T, ` 
~ ER >> O 
V, - 
d b 
Des FOTA 
r? 
TE > 2 8 (1 — s) 


oder wenn das Verhältnis des Durchmessers zur Höhe eingeführt wird, 


In m 2 a 
z > | 8s (1 — al . (69 


Bestimmen wir hieraus umgekehrt die Grenzen für s, wenn das Verhältnis 


gegeben ist. 


Afs A ` 


Diese Bedingung ist für jeden Wert von s (zwischen o und 1) erfüllt, wenn 


1 (rv. Spy | 
SE > 1 oder = SVP di > 14148. 
) H 


2r ; a = 
Ist aber — < 1,4142, so ergiebt sich aus 70: 
) F ne: E 
= >< n | j l -i dA a 
für 8 > >: > = (1 + 1 — 5 ( = ) ) a 


für s < 


ken 
/ 
_ 


bo 
E 
bi 
~ 
— 
| 
— 
_ 
] 
il ra 
t 
ee, 
to 


Zahlenbeispiele: 
5. Welches Verhältnis muss der Durchmesser eines geraden Kreiscylinders zu seiner 
Höhe mindestens haben, wenn er in aufrechter Lage bis zur halben Höhe einsinkt und 
stabil schwimmen soll? 


: 1 Aer $ 
Aufl. Setzt man in (69) s = g7 50 wird = > Y2 oder > 1,4142. 
9 


6. Welches specifische Gewicht muss ein gerader Kreiscylinder von quadratischem 
Achsenschnitt haben, damit er in aufrechter Lage stabil schwimmt? 


2 
Aufl. In 71 hat man SE 1 zu setzen. Es wird 


DS Ja 
dE 2 ; (=) = | 050 = 0,7071 


also 1 + y0,50 = 1,7071 
1 — 0,50 = 0,2929 
folglich entweder s > 0,8536 
oder s < 0,1464 
2r re oe 
Ist aber z < y 8s (1 — 8) (72 
so ist der Cylinder in der aufrechten Lage labil und dreht sich um eine horizontale 
Achse, bis er in eine stabile Gleichgewichtslage gelangt. 


Diese ist durch die Bedingungen 
55 bestimmt, wenn darin 


4 
mY 
M ean d CH SC Um r 
gesetzt wird: 
b \? 
te“ ) — 16 ( ) 1 = N 3 e 2 
Pı ) Ər s ( ) 
$, | KO I 
2 (1 — s) gp fürs > S 
tg 9, > b N (12a 
| Wari tiv hae o 


Hieraus ergiebt 


ei 
16 (2.)s 


oder nach gehöriger Reduktion und mit Hinzunahme von 72: 


schiefe Stabilitätslage die Bedingung 


| a — (5) EES 


E 
~ 
| 
| 
n 
— 
N 


EE | 2 (1 — s) (5s — 1) fürs > 

SE © S 2 

HEET EM 2 R (73 
£ | 2 s (4 — 5s) ira < 


2 
2 
Hieraus können für ein gegebenes spec. Gew. die Grenzwerte des Verhältnisses 


sl o 
ei r 
i bestimmt werden. 
) 


Umgekehrt kann aus 73 auch die Grenze fiir s bei gegebenem 


SÄ p 
Werte von ausgedrückt werden. Dies will ich jedoch auf ein Zahlenbeispiel (7) 
beschränken. 


Zahlenbeispiel. 


7. Bei welchem spec. Gew. schwimmt ein gerader Kreiscylinder mit quadratischem 
Achsenschnitt in schiefer Lage stabil, so dass sein kleinerer Teil und seine untere Grund- 
fläche im Wasser ist? 


> 
Aufl. Es muss s < 9 und "e — 1 sein, also nach 73: 
) 
8s(ll—)> 1 > 28 (44— 5s) 
Hieraus folgen die beiden Bedingungen 


8s(1—s) >1 ud 1>2s(4 — 


2 E 


5 s) 


Aus der ersten folgt 


oder das < S ist, 


1 F - 
a 5 (1 -- y >) oder s > 0,146. 
Aus der zweiten Bedingung 
1>2s(4 — 5s) 
ergiebt sich (s — 0,4)? > 0,06 
also entweder s > 0,4 + y 0,06 
oder s < 0,4 — Y 0,06 
Es ist aber angenähert y 0,06 = 0,245 
0,4 + y 0,06 = 0,645 
0,4 — Y 0,06 = 0,155 


DAR so ist die Bedingung s > 0,645 nicht erfüllbar, sondern nur 


l 
92 H 
s < 0, 155. Folglich muss der Wert von s zwischen 0,146 und 0,155 liegen. 


8. Ein gerader Kreiscylinder hat einen Durchmesser von 60 em, eine Höhe von 
40 cm und das spec. Gew. 0,75. In welchen Lagen schwimmt er im Gleichgewicht, ohne 
dass die obere Grundfläche eintaucht? 


Aufl. Es ist zunächst zu untersuchen, 
Qr\2 _ 2 
ob ( ) = 8 s (1 — s) ist. 
3 : 


Es ist 2 r = 60 cm b = 40cm s = 
| E r ) 9 a8 3 
also = un 8 (L1 — s) = 
b 4 ( ) 
OS XF 3 
ee 1 í 
folglich ( = ) > = 
b 2 
Der Cylinder schwimmt also in aufrechter Lage stabil und hat unter den angegebenen 
Bedingungen weiter keine Gleichgewichtslage. 
9. Ein gerader Kreiscylinder hat einen Durchmesser von 30 cm und eine Höhe 
von 40 cm. In welcher Gleichgewichtslage schwimmt er, wenn sein spec. Gew. 0,8 ist? 


SE 3 FT 9 32 
e LE cs ai — EN = I } DI 
Aufl. Hier ist te ( b ) = m 8s (1 a) = 8-08- 0S E 


EI 
also ( > ) < BS — 8) 


d. h. der Cylinder schwimmt aufrecht labil. Es ist ferner (s. 73) 
2 (1 —s)-68 — 1) = 2.02.3 = 1,2 


also (=) < 2 (1 — s) (5 s — 1 


Der Cylinder hat also bei nicht eintauchender oberer Grundfläche keine stabilen 
Gleichgewichtslage. 


— I 


10. Ein gerader Kreiscylinder von spec. Gew. 0,6 hat einen Durchmesser von 
3,2 m und eine Höhe von 2,5 m. In welcher Lage schwimmt er im Gleichgewicht, ohne 
mit der oberen Grundfläche einzutauchen ? 


Gm 22 , OF 
Aufl. Hier ist ( SES e E Ue AR 


b 25 2 25 
Is SE 16.2232) 16.164 
a b i 25° "gp? 
o 16 Sere) 16 . 75 
und 8s-(1—s) = ae ee Ca 


i SC 
folgl. Sa i ) < 8s (1 — 8). 
Der Cylinder schwimmt also aufrecht labil. 


1 


Ferner ist zu untersuchen (73), da s > KC 


SITE 
ob (- ) = 2 (1 — s) (5 s — 1) ist 
) 


32)? : 
oder (=) = 2.04.2 
Sone 
oder ES = y 1,6 


2% 


32 
Es ist aber Ser 1,28 and V 16 = 196...» 


D> „\2 
also UI Soa — yes — B 


Der Cylinder hat also eine schiefe stabile Gleichgewichtslage. Um diese 
zu bestimmen, erhält man aus 72a 


b ) 16.252 3 2 15 11 
= -s (1 — CH — z >= — + Ge — 2 = — 2 = - 
Pi a (5 A sae) 16.64 5° 5 32 32 


also tg e, e 


Die Ausführung der Rechnung ergiebt angenähert 9, = 18° 58’ 13”. 

Diesen Winkel bildet in der stabilen Lage die Hauptachse mit der Vertikalen oder 
die Grundfläche mit dem Wasserspiegel. 

Es soll noch bestimmt werden, bis zu welcher Maximalhöhe (x) der Mantel 
des Cylinders eintaucht. In der aufrechten Schwimmlage ist diese bs, also nach 
der Drehung um den Winkel g,, wie man leicht sieht, 


x = bs + r tg o 
x = 15 + 0,55 
x = 2,05 

2,05 41 


i E ar 
Es wird daher b 2,50 50. 


e 41 
Der am tiefsten eintauchende Teil der Mantelhöhe beträgt also 50° der kürzeste 


STAT 
über dem Wasser befindliche Teil 50 der ganzen Höhe oder 45 cm. 


C. Das gerade Prisma mit quadratischer Grundfläche. 


i 
Für das Quadrat, dessen Seite a sei, ist das Trägheitsmoment T, = "a af und 
der Inhalt F, = a”. Ist ferner (Fig. 14) ABCD die obere Grundfläche, EF parallel der 
Drehungsachse, Winkel JON = w, BG EF, so ist BG = um die grösste Ordinate 
> H ? = kb 
E a 
der Flächenpunkte für die Achse EF, OB = | y2 also 
a a: - 
an = 5 Y2.sin (45° + o) (74 
Ist b wieder die Seitenkante, s das spec. Gewicht des Prismas, so ist das Volumen 
des eintauchenden Teils V, = F, b -s = a* bs. Für die Stabilität der aufrechten 
TI? 
Lage ist also" nach dem Duhamelschen Satz die Bedingung 7 — e >0 
1 
1 Pr 
oder da T, 12 a? b . az b : 
= - = und e = 1 — s) ist, — 7 8, EN 
A a’bs 12bs : 2 \ ) 12 bs 2 ( ys 
a 2 
oder ( ) > 6 s (1 — af (75 
b 
KEN, ‘ e e e a 
Ist aber ( ) < 6s (1 —-s), so ist die aufrechte Lage labil und es kann für 
V ’ 


den Drehungswinkel 9, eine schiefe stabile Lage eintreten, wenn die Bedingungen 55 
erfüllt sind. 


; ., Fb? 5 (1 — 8) 12 a? b? s (I — s b)? 
Für diese ist ~ A = 8) = — = ) — 19 ( d s (1 — ai 
D a a 
b (1 — s) b (a 
und E E 
Um a sin (45° + w) 
folglich die Bedingungen für die schiele Stabilitätslage: 
2 by: 
g g= 12 (7) s0 — 9—2 
a 
l 1 — s) EN - op 
Zi 12 aS) I für s > (16 
te gi < a sin (45° + w) ee 
K b s y2! s ` 
du EE 
a sin (45° + w) 2 
Die Grenzbedingung für ø, (76) ist für alle Werte von w erfüllt, wenn sie für den 
grössten Wert œ = 45° erfüllt ist. Für letzteren wird aber sin (45° -o)= 1, 


folgl. aus 76: 


bı2 
gg =12(,)su-9-2 
b 
3 (1—s) 72 "rg É 
tg <= E 4 
Pr D = für BR 
A E E Urs < 2 


*) S. Schülen a. a. O 


Hieraus folgt 


12 (+) sc —") 


a, 


b \* 8 4 
E ( ) (UL — 8)“ wenn s > 
9 


áa < b\? = 
E ( s? wenn 8 < 
a 


Eine Umformung dieser Bedingung ergiebt 


i | be 


be 


(1 — s) (T s — 1) wenn s > a 

E ) S 2 ar 
b < x S ? a: 1 
s (6 — 7 s) wenn s < 5 


Hieraus und mit Rücksicht auf 75 ergiebt sich also Folgendes: 
„Wenn für ein gerades Prisma mit quadratischer Grundfläche (Grundkante a, 
Seitenkante b, spec. Gew. s) 


(*) >ssu-9 (18 
U 
so schwimmt es in aufrechter Lage stabil; wenn 
im = | 
a\? DEELER 
68 — 8 En 
eae > (*) | 1 
2 


so schwimmt es aufrecht labil und nach einer Drehung um den Winkel g, in scbiefer 
Lage stabil, wo g, durch die Gleichung 


(78a 
s (6 — 7 a) für so < 


te e, = IEE (+) sa eer (78b 


bestimmt ist. Im letzteren Falle bleibt die Stabilität in jeder Lage, die das Prisma 
durch Drehung um seine Hauptachse erhält. 


1 
F amaga für s < -5 
Ce E 2 
Ist jedoch ( ) < (18e 
9 i s (6 — 7s) fürs < l 
ER 


so kann das Prisma in der schiefen stabilen Lage nur soweit um die Hauptachse gedreht 
werden, bis eine der Grundflächen den Wasserspiegel durchschneidet. Die Grenzbedingung 
dafür, die also den grössten Wert von ® bestimmt, folgt aus 76: 


g 1 — al? 4 1 
sin? (45° + œ) < ( EN a für s > ` 
REI (+ ) 
2 (78d 
8 a eg | 
u a8) b 
Ist diese Bedingung auch fir © = o nicht erfüllt, so giebt es unter der obigen 


Voraussetzung überhaupt keine stabile Gleichgewichtslage. Die Bedingung für diesen 


4 


: ee 1 : = 3 A 
Fall nimmt, wenn sin? (45°) = 9 gesetzt wird, nach einigen Umformungen folgende 
Form an: 
; 5 1 
a \? 2 (1-—s) (4 8s— 1) firs > | 
( b ) < 1 (18e 
| 28s (3 —4 a Mr gei | 
D. Der Wirfel.*) 
Setzt man in den Ergebnissen des vorigen Abschnitts (C) S = 1, so erhält man 
aus 78: 
1 > 6 s (1— s») 
und hieraus 
1 ) ze 
(s “ay = 
also entweder: p 
1 Ta n | 
s > 9 -} pa d: h. s > 0,7887 (19 
oder el Ka A moive 
s < CR |i d.h. s < 0,2113 


Aus 78a: 


BEE a und 1 > (1 — s) (7 s— 1) 


und 1 > s (6—7 a 


und hieraus: 


Be La =. 2 
BEN 5 und {8 7 7» 


Wie man sich leicht überzeugen kann, ist die erste dieser Bedingungen nur erfüllbar für 


TE. = : " S 
WS - und die zweite nur für s < e und man erhält 
1 se EEE: 
s > > unds > R (4 -+ y 2) d. i. > 0,7735 
e (80 
= 1 x 1 DH H d OQAR 
a < — unds © 7 (3 V 21) d. i. < 0,2265 
Aus 79 und 80 ergiebt sich also: 
„Ein Würfel schwimmt in aufrechter Lage stabil, wenn sein spec. Gewicht 
s > 0,7887 oder s < 0,2113 ist“. (81 


*) Schülen hat (a, a. O.) die schiefe stabile Lage nur für w = o bestimmt. 


an RE 


Liegt dagegen sein spec. Gew. entweder 
zwischen 0,7735 und 0,7887 
oder zwischen 0,2113 und 0,2265, 
so schwimmt er in aufrechter Lage labil, gelangt aber durch Drehung um eine beliebige 
horizontale Achse in eine schiefe stabile Lage, in der weder seine obere noch seine 
untere Fläche vom Wasserspiegel durchschnitten wird, und deren Drehungswinkel (p,) 
aus der Gleichung (78 b) 


ere = 2. [bs 09-1) (81a 


bestimmt werden kann. 
Ist endlich sein spec. Gew. 
zwischen 0,2265 und 0,7735, 
so gelangt er ebenfalls aus der labilen aufrechten Lage in eine schiefe stabile (die auch 
aus Gleichung 81 zu bestimmen ist), wenn die Drehungsachse entweder mit einer Grund- 
kante parallel ist oder mit ihr einen Winkel bildet, dessen Grenze der Bedingung (s. 78d) 


Se 
LU UE für s > = 
Sie Baty _|bs(l—s)—1 << > 
sin? (45° + œ) < 3 (82 
= S für ee 
ar RES 
bs (1 —s— 1 = 
1 x 
unterliegt. Für s = 3 ergiebt diese Bedingung 
1 
sin? (45° + œ) = 3 
1 
woraus sin (45° -+ œ) = 9 V2 
also w = o folgt. 
1 . : 
D. h. ein Würfel vom spec. Gew. 5 kann aus der aufrechten labilen Lage nur 
durch Drehung um eine horizontale Achse, die einer Kante parallel ist, in eine schiete 
stabile Lage gelangen. Der Drehungswinkel ist in diesem Falle (nach 81) gy, = 45°, 


der Wasserschnitt fällt also mit einem rechteckigen Diagonalschnitt des Würfels zusammen. 


E. Das n-seitige gerade regelmässige Prisma. 

Um nach der bisher entwickelten Theorie das allgemeine regelmässige Prisma von 
beliebiger Seitenzahl behandeln zu können, muss man in erster Linie das Trägheitsmoment 
seiner Grundfläche, T, bestimmen. 

ABCD seien einige aufeinander folgende Ecken eines regelmässigen nEcks. M sei 
die Mitte einer Seite, O der Schwerpunkt (Mittelpunkt) des Polygons und MON eine 
Symmetrieachse. Verbindet man O mit sämtlichen Ecken des Polygo:s, so wird dieses 
in n kongruente gleichschenkliche Dreiecke zerlegt und sein Trägheitsmoment T, ist die 
Summe aus den Trägheitsmomenten sämtlicher Dreiecke für die Achse M N. 

Bestimmen wir zunächst das Trägheitsmoment eines gleichschenkligen Dreiecks 
B C O für eine beliebige durch die Spitze O gehende Achse L. Die Höhe sei O Q = h, 
die Basis BC = a und L bilde mit O Q den Winkel e, 

Das Trägheitsmoment für die Hauptachse O Q sei Tx und für die auf O Q senk- 
rechte Achse (O R) sei T,. Dann ist (mit Bezugnahme auf frühere Betrachtungen) das 
Trägheitsmoment für die Achse L 

T = Ty. sin? e + Tx - cos? e 


> PRaR 


(da O Q eine Symmetrieachse ist und folglich die Summe fx ydf bezogen auf die 
Dreiecksflache, Null ist). 
Daraus folgt 
mn 1 rm 3 1 m m D 83 
T = 5 (Tx + Ty) +5 (Tx — Ty) cos 2 9. ( 
Bezeichnet man nun den Centriwinkel (Fig. 15) A O B = BO C...-. mit o, so 
bildet für das Dreieck B O C die Achse M N mit der Höhe O V den Winkel ọ = a. 
Für das zweite Dreieck © O D ist offenbar ọ = 2 «au. s. f., für das letzte Dreieck 
A O B ist g = na. Es ist folglich nach 83 das Trägheitsmoment des ganzen nEcks 
n 1 cos2a++cos4a+-.-.-- 
T = Te P K P Ss P ( ) Kë 
À 2 | det at: y) ee, Lk eng äng (84 


Bildet man nun in derselben Weise die Trägheitsmomente der einzelnen Dreiecke 
BOC, COD u. s. w. für die auf M N senkrechte, ebenfalls durch O gehende Achse, 


. . r . naa e . TE 
und zwar in derselben Reihenfolge, so ist für diese der Reihe nach = se TG 
7E 7 : : = e TE ere 
5 + 2 a, J +30, E E für das letzte Dreieck 5 "ne, folglich da das 


Trägheitsmoment des Polygons für alle durch O gehenden Achsen denselben Wert hat, 


= n i Ce irre = 208 (m + 2 a) + cos (m + 4 æ) e SS 
Le Kee AS ae | 65 


Addiert man nun die Gleichungen 84 u. 85 und berücksichtigt, dass cos (æ + p a) 


! 


+ cos (m + 2 n a) 


= — cos pa folglich cos p @ + cos (m + pe) = o ist, so erhält man 
2 3, aS n ( jh = 2 | = AL e ) 
n n rm 3 Y 
oder , = => (Tx + Ty ) (86 
Man findet nun leicht nach den bekannten Methoden die Trägheitsmomente 

2 2 

e A h 

> 2 ap I, = 4: 2 


wenn 4 der Inhalt des Dreiecks O BC (Fig. 16) ist. Folglich wird 
m H A "7 d 
D= 4 No th 
Es ist aber n 4 der Inhalt des Polygons F, und h = S w tg (2) , folglich 
l 
ball (=) | 
VC tor ? - > 
=e a reg Gils 
Führt man statt der Seite a den grossen Halbmesser r des Polygons ein, setzt also 


’ 1 
a= 2r. sin ( ) 
n 


so ergeben sich die andern Formen 


m 1 a z e 2 
lege sec: Bh r? | 1 + 2 cos* = | (87 
| 2 
oder T, = 12 Fr’ | 2 + cos Si 


en JO) — 


Für das gleichseitige Dreieck z. B. ist 


> a? es m sw (x 1 
ner dm ae: = 60°, w te? ( ) = = 
ae Re: SS : = n 3 
also aus 86 
a 2 4 n 2 
T F a LS a ? y 3 Es F 1 
1 = 1 & éi á = > D 
24 96 6 V 3 
SE: d ée, oF S ap 
Für das Quadrat ist n 4, F, a 45° w tg? =) = 1, also 
n 
at 4 9 3 
p= F, a a F, 
L 12 12 12 
Fir den Kreis ist in 87 
2 n 2 n 
N lol, — 0, cos | 
n n 
zu setzen, also 
4 a 3 
ID = 1 - 7 SH 23 = ARL EE F; 
: 19° 4 4n 


Alle drei Werte stimmen mit den bekannten und oben benutzten überein. Die 
Grösse um (s : 53) kann leicht, wie beim dreiseitigen und vierseitigen Prisma bestimmt 


werden. Man findet 
u i D E t 4 w) 
a SE O 
E 2n (88 


Mit Hilfe dieser Werte (86 bis 88) können nach den früher entwickelten Kriterien 
für jedes regelmässige gerade Prisma die Bedingungen des Gleichgewichts und der 
Stabilität angegeben werden. 


vr 
D 


igen geraden Prismen verschiedener Seitenzahl, 
die gleiche Grundfläche, gleiche Höhe und gleiches spec. Gewicht haben. 


F. Vergleich von regelmäss 


2 » 


. e = sys ` e I > zn 
Die Grundfläche eines geraden regelm. n-seitigen Prismas ist F, = n. — Sm 
á n 
2x 
e 2 F, F, n 
woraus Ba = = 
ee 7 SRG 
n - sin sin 
n n 
folgt. Setzt man diesen Wert in 87 ein, so ergiebt sich 
2 1 
2 
Fi D GE: 
T = ; IS + cos Qe 
: 12 2 WE n (89 
sin 
n 
KR: 
oder kürzer, wenn — = a gesetzt wird, 
n 
12 
1 a e 
Ph = -(2 + cos a) (89a 


12 x sine 


dl 


Es lässt sich nun leicht zeigen, dass der vorstehende Ausdruck bei unverändertem 
F, mit abnehmendem « oder mit zunehmender Seitenzahl n abnimmt, d. h.: „Alle regel- 
mässigen Polygone von gleichem Flächeninhalt haben ein um so kleineres Trägheits- 
moment, je grösser ihre Seitenzahl ist“. 


Das grösste Trägheitsmoment hat hiernach das Dreieck, nämlich : 


Fi 
A 
gleicher Grundfläche und Höhe und gleichem specifischem Gewicht ist also die Grösse 
r 
Ti — V; gë 
auch um so kleiner, je grösser die Seitenzahl ist. Folglich wird auch nach dem Duhamel- 
schen Satze die Möglichkeit der aufrechten Stabilität (und ihre Grösse) mit zunehmender 
Seitenzahl abnehmen. 


das kleinste der Kreis, nämlich Für alle regelmässig geraden Prismen von 


Nach 55 ist ferner 
= Fb?s (1—s) 
tg” gy = T — 2 
1 
und hieraus ersieht man, dass der Winkel g,, der die schiefe Stabilitätslage bestimmt, 
mit wachsender Seitenzahl zunehmen muss. Von allen oben erwähnten Prismen schwimmt 
also der Cylinder in der schiefesten Lage stabil, das dreiseitige Prisma ist der auf- 
rechten Lage am nächsten. 


VII. 


Das zweite Drehungsgebiet des geraden Prismas, eine Grundfläche 
durchschneidet den Wasserspiegel. 


In den Abschnitten IV bis VI wurde die Drehung eines schwimmenden geraden 
Prismas innerhalb des ersten Gebietes betrachtet, d. h. es wurde vorausgesetzt, dass 
keine der beiden Grundflächen den Wasserspiegel durchschneide. Eine weitere Drehung 
1 
2 
vorausgesetzt werden, sodass also die obere Grundfläche zum Teil eintaucht. Das 
Prisma befinde sich in einer Gleichgewichtslage und Fig. 17 stelle den Schnitt vor, der 
senkrecht zur horizontalen Drehungsachse durch den Schwerpunkt S des Prismas gelegt 
ist, N, N sei die Schnittlinie mit der Ebene des Wasserspiegels, O O, die Haupt- 
schwimmachse (der aufrechten Lage) und S, S, die Schwerpunkte des unter und des 
über dem Wasserspiegel befindlichen Kérperteils. Da nun S, senkrecht unter S liegt, 
so muss auch S, senkrecht über S liegen, es können daher die beiden Bedingungen des 
Gleichgewichts (s. 1) statt für S, ebenso gut für S, abgeleitet werden. Die erste dieser 
Bedingungen ist daher folgende: 

„Das statische Moment des über dem Wasser befindlichen Körperteils für die durch 
S senkrecht zur Drehungsachse gelegte Vertikalebene (Ebene der Figur 17) ist Null.“ (95 

In Fig. 18 sei ABCD die obere Grundfläche, O ihr Schwerpunkt, G H ihr Durch- 
schnitt mit dem Wasserspiegel, E O N F (dieselbe Gerade wie in Fig. 17) senkrecht auf 
G H. Dann ist der über dem Wasser befindliche Körperteil ein gerades durch den 
Wasserschnitt schief abgestumpftes Prisma mit der Grundfläche AG H C D. In der 
letzteren sei P der Schwerpunkt eines Elements df, P Q = y und P R = x seine 


führt den Körper in das zweite Gebiet. Es soll dabei das spec. Gew. s > 


eg: 


Coordinaten für die (positiven) Achsen N G und N E und z die Höhe des auf d f senk- 
recht stehenden prismatischen Raumelements P Z, dessen andere Grundfläche im Wasser- 
schnitt liegt. Das Volumen dieses Körperelements ist z . df und sein stat. Mom. für 
die durch E F gelegte Vertikalebene z . y . df, oder da z = x tg p, ist, xy df tg pz, 
wenn der Drehungswinkel (aus der aufrechten in die schiefe Gleichgewichtslage) wieder 
mit ø, bezeichnet wird. Folglich ist das stat. Moment des ganzen Körperteils 


f= y df . tg P, also die erste Gleichgewichtsbedingung (nach 95) 


J: sual eal) (95a 


wo die Summe f d = AGH OD ibt. 


Bemerkung. Die Bedingung 95a gilt auch für die Fläch. B G H, wenn die 
Grundfläche ein reguläres Polygon, also das Prisma ein regelmässiges ist. In diesem 


Falle ist (aus 95a) ` 
J xs-=f ssa- frye 
1 


2 


wo J df = A BCD ud fu = BG H. 
1 2 


In der ersten der beiden rechts stehenden Summen soll der Coordinatenanfangs- 
punkt von N nach O geschoben und in der zweiten die + X-achse in die entgegen- 
gesetzte Richtung (N F) gelegt werden. Ist ON = Xp, so ergiebt sich 


y = y dt = Jo l- x) y df + J: y df. (96 


8 2 


wo nun das Summenzeichen J sich auf die Schwerpunktsachse J K (Fig. 18) bezieht. 
8 


Hs ist aber 


Ji Fe) Fd ut, SE aioe [xs df . 


und y y df das statische Moment der Grundfläche für die durch ihren Schwerpunkt 


gehende Achse EF, also gleich Null. 


Folglich ergiebt sich aus 96 und 95a: 


f= df = fa at+fxyar = 0 (97 


Ist nun das Prisma regelmässig, so ist nach Abschnitt V auch d y df= o, folglich 


die erste Gleichgewichtsbedingung: 


[zyar= [xyar=o (98 


wo nun also das Summenzeichen nach Belieben auf den eintauchenden oder auf den 
nicht eintauchenden Teil der oberen Grundfläche bezogen werden kann. 


290 
H 


Die zweite Gleichgewichtsbedingung ist (analog mit 95) folgende: 

„Das statische Moment des über dem Wasser befindlichen Körperteils für die durch 
S parallel zur Drehungsachse gelegte Vertikalebene ist Null.“ 

Um diese Bedingung zu fermulieren, ziehen wir (in Fig. 17) S, P, | E F und 
S O, | OS und setzen 


Ss Pr Sh NOP, = Xp 
Ks ist dann (vgl. Fig. 18) 
Ss O, = P, O = xs — Xo, 
- E - f b 
S O, die halbe Höhe des Prismas, nach der früheren Bezeichnung = 5, 


b 


9 


S0, =8S0—0,0= 


— Zs. 


Das statische Moment des Schwerpunktes S, (d. h. des über dem Wasser befind- 
lichen Körperteils) für die durch S parallel zur Drehungsachse gelegte Vertikalebene ist 
durch Coordinatentransformation (vgl. 5 und Fig. 2) 


Ms = Va. Ba Oy - cos 9 — V -S 0,- sin ga, 


: 7 N I e 
also mit Benutzung der Werte S Os = x, — x, und S 0, = = — 27, erhält man 
die Gleichgewichtsbedingung 
b 
M; = V; (X3 — Xo) cos gy, — V; ( 3 — z) - sin Ga = 0. (99 


Es soll hier daran erinnert werden, dass das für M, = O eintretende Gleichgewicht 
ein (wenigstens für die Drehungsachse) stabiles sein muss, wenn M, mit wachsendem 
aus dem Negativen durch Null in’s Positive übergeht, dagegen ein labiles, wenn das 
Umgekehrte der Fall ist. 

Bezeichnet, wie früher, V das Volumen des ganzen Körpers, so ist das@Volumen 
des über dem Wasser befindlichen Teils 

Vv, = V:- (1 —s) = F,:b- (1 — 8) (100 
wo F, die Grundfläche ist. Bezeichnet ferner T das Trägheitsmoment von F in Bezug 
auf die Schnittachse GH, so sind analog den früheren Betrachtungen (bei Aufsuchung 
der ersten Bedingung) die statischen Momente von V, für die Grundfläche ABCD und 
für die senkrecht zu derselben durch die Schnittkante GH gelegte Ebene: 


1 9 pa P Lins 2 
Va Se = ET = wg: fx? df= 9 "en 


, i (101 
V x= frx-dt=igg,- fxtar=T-teg,: | 


Setzt man diese beiden Werte in die Gleichung 99, nachdem man sie mit V, 


multiplieiert hat, ein, so wird 
D r r ) H rn a H 
M, = T sin g, > Va Xo 008.9 — Na g n Pe Foaie as > H 


oder 


e b 
M; = sin gx: |T (1 + ; tg” 9.) — V,- Se V Xo cotg Pe | = (0 (102 


Bezeichnet ferner x, die Entfernung des Schwerpunktes der Fläche F von der Schnitt- 
kante GH (Fig. 18) so ist x, tg p, seine Entfernung vom Wasserschnitt, also 
Vg = F- xs : te 9 


Mit Rücksicht hierauf ergiebt sich aus 100: 


. A Bu: bÜ — 8) 
Clees | (103a 
und aus 102: 
M, = ( l S b? : | 
z = EU = g” ge J— F . sl AË ën == O k 
SE r 9 tg” P, F, ə (1 ) Rx, x, (103b 


Die beiden Gleichungen 103a und 103b enthalten die zweite Gleichgewichts- 
bedingung in möglichst einfacher Form 


Wenn das spec. Gew. s < — ist, so ist der über dem Wasser befindliche Körper- 
2 
teil mit dem eintauchenden zu vertauschen, also s statt 1 — s zu setzen. Die erste 


Gleichgewichtsbedingung (98) bleibt dieselbe. 


E ydf= 0 


wo nun die Integration auf den eintauchenden Teil der unteren Grundfläche aus- 
zudehnen ist. 
Die Bedingung für die Stabilität erhält man aus dem Duhamelschen Satze. Ist 
e, wieder die Entfernung SS, (Fig. 17) und SS, = e,, so ist V} eg = Vz eg, also 
wenn Tm das kleinste von allen Trägheitsmomenten des Wasserschnitts bezeichnet, 
deren Achsen durch seinen Schwerpunkt gehen, so ist das Gleichgewicht stabil, wenn 
Tn — Wa es > H (104 
Fig. 19 stelle den Wasserschnitt dar, O, seinen Schnittpunkt mit der Hauptachse 
des Prismas, H N seine Schnittkante mit der oberen Grundfläche. Es sei ferner 
E, 0, N | HN, Si der Schwerpunkt der Fläche, SL | HN, J, K, | S' L und 
P Q eine beliebige Schwerpunktsachse, die mit J, K, den Winkel u bildet. Nimmt man 
SS! als (+ x) Richtung, SI J, als (+ y) Richtung an, bezeichnet die Trägheitsmomente 
des Wasserschnitts für die Hauptachse J, K, mit T,, für die (4 x) Hauptachse mit 
T,’ und für die Achse P Q mit Ta, so ist (nach bekannter Coordinatentransformation), 
wenn d f ein Flächenelement ist 


Tu =f (x cos u — y sin w)*- d f 


9 1 D © i D - 
oder Tu = T, - cos? u + T. sin? u -J xydf-sn2 u (105 
S 


die /zeichen auf den ganzen Wasserschnitt bezogen.) 
5 


Verschiebt man für die Summe x yd f den Coordinatenanfangspunkt nach N, 
d 85] 


setzt also x — m statt x und y + n statt y (wenn S? L = m, NL = n ist), so wird 


E yoo = Jo —m)(y +n) df 


= fxs d f — fo yaf- fi f mn F, 
1 Sa 1 


wo F, den Inhalt des Wasserschnitts bezeichnet und das Zeichen / auf den Anfangs- 
| 


e 


9 


punkt N zu beziehen ist. Es ist aber, wie man leicht sieht, f ydf=—n F; und 


1 


fs a; fea re folglich f x yd i= F, xydf+mn-F, 
` 4 4 


1 


Nach der ersten Gleichgewichtsbedingung (95a) ist aber J x y d f= (das 
freichen bezogen auf den Teil der Grundfläche F) und, wie leicht einzusehen, ist die 


linke Seite dieser Gleichung / Lydi =f xydf-co’g, = o folglich auch 
7 1 


[xyat=o 


und f Sy df= mit =k: (106 


Aus 105 folgt also 
/ 1 eg 
Tu = Da, cos? w + T, sin’ u — K sin än (107 


Hieraus ist nun das kleinste Trägheitsmoment Tm zu bestimmen. 
Setzt man den Diflerentialquotienten von Ty gleich Null, so erhält man 
q u ; 


(T, — T,) sn 2 u — 2 k - cos 2 u = o 
2k 


oder tg 2 u = ni = 
IT 


(108 
Aus 107 folgt durch Umformung 
Te => (T, + T;)— geo2u | Ti T, — 2k tg 2p (109 
und aus 108 i : 


cos 2 u = n 
"d KS Ts) z + 4 k? 
also durch Einsetzen der Werte von tg 2 u und cos d u in 109 und Umformung 
1 
ri m ai Se W.E ei 
SEET mt. dm, Ty)? + 4k 
wo von der Quadratwurzel der absolute Wert zu nehmen ist. 


Die beiden Werte von T, geben das Maximum und das Minimum. Für das 
untere Zeichen des zweiten Gliedes ergiebt sich das kleinste Trägheitsmoment: 


Ta = : (T: + Ts) y ye - T) + 4 k? (110 


Bezeichnet man in der Grundfläche Sé 18) die Schwerpunktsachsen, die mit E F 
bezw. mit JK parallel laufen, als Hauptachsen und die Trägheitsmomente der Fläche F 
für diese Achsen mit g und T,, so erkennt man leicht, dass 


m pl 


d und T? = - ist. (111 
cos" P; ` COS Py 


dë = 


Sind ferner xs und ys die Coordinaten 
und EN (Fig. 18), so ist, wie leicht ein 
Xs 
COS Ps 


folglich (106) k = 


des Schwerpunktes von F fir die Achsen G H 
zusehen, (s. 106 Fig. 19) 
F 
COS Py 
F 


d — 
i. = 


> STER eee 


cos? Po (112 


Bezeichnet man das Trägheitsmoment der Fläche F für die Achse G H (Fig. 18), 
wie früher, mit T und für die Achse EN mit Tt, so ist nach einem bekannten Satze 


über Trägheitsmomente 


T, = T—F. x} Weste (113 
Die Bedingung 104 geht durch Multiplikation mit cos 9, in folgende über: 
Tm COS 9, — Va ën COS Py > O. (114 
Das erste Glied wird (nach 110, 111, 112): 
, l T 1 J ml, (2 F xs ys )* 
Tu . COS 5 = ( 1 , mi 3 ( 1 N d N 4 8 JEJ 
ZONEN 2 Gos" Py ri) 2 y COS* QP Le COS? Py (115 
und das zweite Glied folgt aus Fig. 17: 
- 2 I 
Vs 3+ COS Pa = Vs 5 ts) 
oder (s. 101): 
V} Ga COB YP, = Br, o (l—s) — TR" | 
also nach 102b: 
V3 Ga COS 9, T — F EE A (116 
Die Bedingung der Stabilität wird daher (aus 114, 115, 116) folgende: 
dk 
= £ a ae 2 F X E BS 2 m | 
COS” Po 
- e = 
| ( u se T) q (2 F xs ys) | Se 
J cos? Po 7 cos? Pg 
j (117 
wo 8 1 E PERES T | 
(nach 102a) cos?’ p, | EE Na: 


- T Gs LEE 2 


Für s - ist s statt 1 — s zu 


setzen. 


Wenn der Punkt N (s. Fig. 17 uud 18) zwischen O und E liegt, so wird x, negativ. 


No. 95a, 103a, b und 117 enthalten die vollständigen Bedingungen des Gleich- 
gewichts und der Stabilität eines geraden Prismas (von beliebiger Form) für das zweite 


Drehungsgebiet. 


5* 
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VIII. 


Das dritte Drehungsgebiet des geraden Prismas, beide Grundflächen 
durchschneiden den Wasserspiegel. 


Das Prisma befinde sich in einer Gleichgewichtslage des dritten Drehungsgebietes 
und die Figuren 20 und 21 mögen den Figuren 17 und 18 des zweiten Drehungsgebietes 
entsprechen, so dass auch die Buchstaben hier dieselbe Bedeutung haben wie dort bis 
auf den Punkt N, welcher hier (Fig. 20) in der unteren Grundfläche, dort in einer 
Seitenfläche liegt. Die Niveaulinie des Vertikalschnitts (Fig. 20) schneide die nach unten 
verlängerte Seitenwand in N,. D ML in Fig. 21 sei die Projektion des nicht ein- 
tauchenden Teils der unteren Grundfläche auf die obere, also ML || G H und N, (in 
beiden Figuren) die Projektion von N,. Der Drehungswinkel (aus der aufrechten Lage) 
heisse jetzt gs. Das Volumen des nicht eintauchenden Körperteils (V,) ist jetzt die 
Differenz aus zwei schief abgestumpften Prismen mit den Grundflichen G BH und 
M DL, deren Projektionen auf die Vertikalebene (Fig. 20) EN N, und H, N, N, sind. 
Analog zu den Entwickelungen im vorigen Abschnitt wird daher die erste Gleichgewichts- 


bedingung (Vgl. 95a) 
f= af - [fs ydf = 0 (118 


2 1 
wo das Zeichen fo die Fläche G H D = F und das Zeichen f auf die Fläche D M L = f 
auszudehnen ist. Die Coordinatenanfangspunkte sind N und N, und die positiven 
Richtungen der Coordinatenachsen für beide Flächen dieselben (s. Fig. 21). 


Für die zweite Gleichgewichtsbedingung hat man, wie in 99, das Moment 
| à 
Ms = Vs (x3 — Xo) cos 9, — Vs = Fu 2s) smn Pz 0 (119 


Hier haben aber die Grössen x, und z, andere Werte wie dort. Ist nämlich 
O N, = x} und x} die Entfernung des Schwerpunktes der Fläche f von M L, ferner rt 
das Trägheitsmoment von f für die Achse M L, so ergiebt sich 


EE 5 (T — +) tg? p — b . f x}. tg Ps | (120 
Vs x3 = (T — 2) tg 9, — (& + X0) I5- f- tE P3 
also aus 119: 
M. 
e = (T — 7) (1 4 - tg? p,) (xp + xi + b tg gs) - f x} 
S Ps, 2 
— V, leg Na: Xo > cotg P3 | 


Hierzu kommen noch zwei Gleichungen: 
In Fig. 20 ist Winkel N NN, = gs, N, N = b und NN. = xy X0 folglich 
(x, + x0) tg =b (121a 


Ferner ist das Volumen des nicht eintauchenden Körperteils 
V, = (Fx. — fx) gg, = F,- b (1 —8) (121b 


eg HU, es 

Mit Benutzung dieser Gleichungen geht die Bedingung 121 in folgende über: 
| 5 ` e? 

(T — 1) tg P; (1 Gre ps) = F, b (1— 8) (x, = 2 tg 9.) 


Fb.fx; (1 + tg? gs) 


(122 
e | J 
(zo + x6) tg 9s = b 
A 
(F x,— fx;) tg g = F; b (1 — 8) 
Die Bedingungen für die Stabilität in ebenso allgemeiner Form, wie die Gleich- 
gewichtsbedingungen, anzugeben, dürfte nicht zweckmässig sein, da für jeden besondern 
Fall eine direkte Ableitung derselben wohl einfacher sein würde. 


IX. 
Die Gleichgewichtslagen eines rechtswinkligen Parallelepipeds, dessen 
Drehungsachse einer horizontalen Kante parallel ist. 


A. Das erste Drehungsgebiet. 
Ein rechtwinkliges Parallelepiped mit den Kanten a, b, c befinde sich in aufrechter 
Gleichgewichtslage mit vertikaler Kante b und horizontaler Grundfläche (a c). Nach 
dem Duhamelschen Satze schwimmt es in dieser Lage stabil, wenn 


7 


1 


ce oe O (122 
ist. Nimmt man c > a an, so ist das kleinste aller hier in Betracht kommenden 
Tragheitsmomente T, = 
und seine Achse mit e parallel. Es ist ferner V, = a be-s und e, = R (1 — s), 
folglich die Bedingung der Stabilität: ` 

SH 
TRITT ia d EEN 
oder i 
ee 6s(1—s) >0 (123 
Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so ist die aufrechte Lage labil. Nach allen 
Richtungen ist sie labil, wenn (in 122) für T, das grösste Trägheitsmoment See 
gesetzt wird. Dann wird 
Ti a ei b 
vy, “iabos 2 8) 
Wenn also (ay 6s (1 —s) < 0, (124 


so ist das Gleichgewicht der aufrechten Lage nach allen Richtungen labil. 
In Abschnitt V wurde nun gezeigt (47), dass im ersten Drehungsgebiet eine zweite 


(stabile) Gleichgewichtslage nur dann möglich ist, wenn entweder w = 0 oder œw = ; 


ist, d. h. wenn die Drehungsachse die Richtung einer horizontalen Kante hat. 


KE E 
Die dritte Lösung der Bedingungsgleichung (46) Tx = Ty ist hier ausgeschlossen, 
da c > a vorausgesetzt ist. Es soll daher zunächst eine Drehung um eine mit ¢ parallele 
Achse angenommen und diese weiter verfolgt werden. Gelangt der Körper bei dem 
Drehungswinkel g, in eine neue Gleichgewichtslage, so hat man zur Bestimmung von o, 
die Bedingungsgleichung 32: 


1 E) r 
T; (1 is A ig” 9,) — Ve = 0 


oder da T, = 15° V ears aes (1 — s) ist, 
A Ha 
1 | te 9, D = 8 (1 = s) 
tg? gy, 12 Geh, s (1 — s) — 2 (125 
Die Bedingung für die Stabilität ist 
(nach 43a) cen, (126 


wo T, das Trägheitsmoment der Grundfläche für die zur Drehungsachse des Prismas 
1 8 ` É S 

parallele, T! das Trägheitsmoment der Grundfläche für die zur Drehungsachse senk- 

rechte Schwerpunktsachse ist. 


OT mi ac ID — oin 
Hier ist nun D 12” I, = 79: (127 
also > | 


da c > a vorausgesetzt ist. 

Das durch Gleichung 125 bestimmte schiefe Gleichgewicht ist daher stabil. 

Wenn das Gleichgewicht der aufrechten Lage allseitig labil ist (Bedingung 124), 
so kann das Parallelepiped sich auch um eine mit a parallele Achse drehen und wird 
bei einem Drehungswinkel o: eine Gleichgewichtslage erreichen, welche durch die 
Gleichung (s. 125) 

b \? i 
tg? pi = 12 i .8 (1 — s) — 2 (128 
c 
bestimmt ist. 

Die Frage der Stabilität wird (nach 126, 127) entschieden, wenn T, mit T} ver- . 
tauscht wird. Es wird dann T, > Mi- das Gleichgewicht ist also (teilweise) labil. Die 
Grenzbedingungen für 9, und g} sind noch zu bestimmen. 

Damit keine der beidén Grundflächen den Wasserspiegel durchschneide, muss, wie 
Jeicht zu erkennen ist, 

a 1 a 
(für s> 2) a goe = b (1 — s) | 
8 (129 
und 9 t8 gi abil 8) 


sein. Aus der ersten dieser Bedingungen folgt 


Së 
we 4 UI a — ep 


© 


also (nach 125) 


GE, ES 


und nach gehöriger Reduktion 


ann 
(+) 2 2 (1 — s) (4 s — 1) (130 


- al 3 
so dass die vollständige Bedingung für die schiefe Gleichgewichtslage (für s > =) 


get — ei >(2) 22u-9 (4s — 1) | 


beziehungsweise (131 
6 s (1 —- s) > (3) > 2 (1 — s) (4 s — 1) | 
wird. 
1 
Wenn s < ə ist, so ist, wie früher, 1 — s statt s zu setzen; dann bleibt 
6s - (l s) ungeändert, dagegen wird die untere Grenze von (+) resp. (è) 


2 s (3 — 4 8). 
Es ergiebt sich also Folgendes: 


Ein rechtwinkliges Parallelepiped schwimmt in aufrechter Lage (e > a die 
horizontalen Kanten, b die vertikale) stabil, 


wenn (Cl > 6s (1 — 9), (132a 


in aufrechter Lage labil, dagegen in schiefer Lage stabil (Drehungsachse || «) 


wenn 
a\? | 2 (1 — s) (48 — 1) (für s> >) 
6 s (1 — 8) > ( ) >> D (132b 
b ag s : 
| 2s (3 — 4 8) (für s < 5 
und in aufrechter und schiefer Lage labil*) (Prehungsachse || a) wenn 
D — s) (£ s — 1) fir s > S 
ene Ss (2) de (132¢ 
3 | 2 s. zë N S S 


Der Drehungswinkel der schiefen Gleichgewichtslage ist aus 125 und 128 zu be- 
stimmen. 


B. Das zweite Drehungsgebiet. 


Das Parallelepiped sei um eine mit e parallele Achse um den Winkel gy, gedreht 
und Fig. 22 sei ein durch den Körperschwerpunkt S senkrecht zur Drehungsachse ge- 
legter Vertikalschnitt. HG sei die Projektion des Wasserschnitts, die mit DC den 
Drehungswinkel 9, bildet, S, der Schwerpunkt des eintauchenden, S der des nicht ein- 
tauchenden Körperteils, SP, die Vertikallinie. AB = a, BC = b, KL die Haupt- 
achse des Körpers, Sa P = m, senkrecht auf SP, und endlich DH = x. 


*) Letzteres aber nur teilweise, 


— 40 — 


In der Gleichgewichtslage muss m, = ( sein und es ergiebt sich entweder durch 
Anwendung von 103a und 103b, oder auch auf direktem Wege, als zweite Gleichgewichts- 
bedingung: 


OEN $C) sel) 0-03 
bo E ) Par ie | b 2 ? h | 3 b . (1 8) b 


x 2 
oder wenn a. gesetzt wird, 
) 


5 ms a aa: eee dät ER e a(*) ee 
b ‘sng, `" a tee e en SR 7 S e 


Gah d DE 

Diese Gleichung hat Schülen*) auf direktem Wege abgeleitet. 

Es sind zunächst die Grenzen für z zu bestimmen. Der Drehungswinkel g, hat 
offenbar seinen kleinsten Wert, wenn (Fig. 22) die obere, durch © gehende Kante seinen 
grössten, wenn die untere, durch A gehende Kante im Wasserspiegel liegt. 

Aus Gleichung 103a folgt non 

x = 2ab (1 — 8) - tg gy (134 

Für den kleinsten Wert von g, ist aber 

x =a tig Pa toleliceh 2 = 2% (1 8) 


oder ; = 2 = ==) (135a 
) 
Für den grössten Wert von p, ergiebt sich S 1 (135b 
) 
Setzt man der Kürze wegen die linke Seite der Gleichung (133) = F(z), ferner 
an ‘ 
L — s = ø und G = n, so wird 
) 
: 2 Der ` - 
ENE = Rt — 2 er ne (136 
und es ist nun zu untersuchen, wieviel reelle Wurzeln die Gleichung‘ F (z) = 0 inner- 
halb der Grenzen (135a, b) z = 2o und z = 1 hat. Zu diesem Zweck soll die 
Gleichung F (z) = 0 in Bezug auf ihre sämmtlichen Wurzeln diskutiert werden. Die 
abgeleiteten Funktionen sind 
i kt on 
F(z) = 42° — gr +3on (137 
BEZ) zu Ace 3) (138 
Da fir z = o F(z) = + œ 
en e 0 F(z) = — 4n 
y A e + © F (z) = SÉ L 
wird, so hat die Gleichung F (z) 0 in diesen beiden Gebieten wenigstens je eine reelle 
Wurzel. Zwischen z = œ und z = 0 liegt aber nur eine Wurzel, da (nach 137, 138) 
F’ (z) beständig zunimmt. Da F’ (0) = 3 ø n, also positiv ist, so hat F (z) zwischen 


*) a, a. O; 


N 


— © und 0 ein Minimum. Ausserdem ist (nach 138) z = 0 ein Wendepunkt der 


Curve F (z). Von z = 0 bis zu dem zweiten Wendepunkt z = : nimmt also F’ (z) 


ab. Ist hier (für z = 4) F’ (z) noch positiv, so bleibt es auch positiv bis z = œ. 


In diesem Falle nimmt F (z) beständig zu, hat also zwischen z = 0 und z = œ% auch 


e - ER rer = 
nur eine reelle Wurzel. Dieser Fall tritt ein, wenn F E > 0, also (s. 137) 


Sc 9 SC 
e u 


d 
oder 3 (o n — el > 0 (139 
Nimmt man nun (ohne die Allgemeinheit der Untersuchung zu beeinträchtigen) 
h AAs ; 
a > b an, so ist der kleinste Wert, den (*) = n haben kann, n = 1 und die 
Bedingung 139 ist sicher erfüllt, wenn sie für diesen kleinsten Wert erfüllt ist, d. h. 
wenn 6 — „. >O 
32 = 
9 
oder 1 — s — 0 
e ge i 
32. 
also wenn s < 93 ist. (140 
Unter der Voraussetzung 140 hat also die Gleichung F (z) = 0 zwischen z = 0 
und z = œ nur eine reelle Wurzel. Diese liegt in dem hier in Betracht kommenden 
Gebiet (zwischen z = 2 ø und z = 1) wenn F (z) für z = 2 ø negativ und für z = 1 


positiv ist. Es wird aber (136) 
F (20) = 16 (1 — )! — 12 (1 — s)? + 6 n (1 — s)? — 4 n (1 — s)? 
= 2(1 SÉCHER: Feten A d 


oder F (2 o) = 2 (1 — s)? . 16) > 2 alt gi 1) | (141 

und für z = 1 nach einigen Reduktionen 
Hz a nt o 
P d Ss (lt EC EE TG 


Die Bedingung (F 2 o) < 0 kann nur erfüllt werden (141), wenn (2 )< 2 (1 — s) (4s — 1) 


a 

ist. Da aber b > 1 vorausgesetzt ist, so muss um so mehr 2 (1 — s) (4s — 1) > 1 

es Cee 

ECK @s— 1) >" 
selbst erfüllt. Es ergiebt sich also: 


sein. Dann ist aber also die Bedingung 142 schon von 


23 ; d 
Für s < Se hat F (z) 0 = eine reelle Wurzel (zwischen z = 2 ø und z = 1) d. h. 


im zweiten Drehungsgebiet giebt es eine Gleichgewichtslage, wenn 


GG < 2 (1—s) (48—1) (143 


ae | 


d. h. wenn (s. 132b) im ersten Drehungsgebiet (ausser der aufrechten Lage) kein 
Gleichgewicht existiert. Und zwar ist das Gleichgewicht (zunächst fir die Drehungs 
achse) stabil, da F (z) aus dem Negativen in’s Positive gehend gleich Null wird. 


Umgekehrt hat F (z) = 0 keine reelle Wurzel zwischen z = 20 = und z = 1, wenn 
(=). > 2 (1-5) 4s—1) (144 


d. h. wenn im ersten Drehungsgebiet, die aufrechte Lage eingeschlossen, ein stabiles 
Gleichgewicht existiert*). 


D 


23°. - > i 5 7 
Wenn s> ist, so kann entweder die Bedingung 139 für genügend grosse Werte 


32 
von n auch noch erfüllt sein, oder nicht und in diesem letzteren Falle hat F (z) zwischen 
z = 0 und z = œ ein Maximum und ein Minimum und daher F (z2) = 0 eine oder 


drei reelle Wurzeln. Dies soll nun in folgender Weise untersucht werden. Bringt man 
(136) F (z) in die Form 


3 d 2 Š 

F (z) = zt — 3 Si -+ on 32 — 40) = z* — S z? + 3on(z — Sé 20) (145 

so ist darin z > 20, also um so mehr z > e ao und das dritte Glied folglich 
positiv. Daher muss F (z) für jeden Wert von z zwischen z = 20 und z = œ mit 


wachsendem n zunehmen, mit abnehmendem n abnehmen. Hat also F (z) fir n =n, in 
ihrem Minimum eine Doppelwurzel, so ist F (z) für n > n; in dem ganzen Gebiet positiv, 
für n < n, dagegen muss F (z) = 0 zwei Wurzeln haben. Liegt die Doppelwurzel im 
Maximum, so ist es umgekehrt. 


Zur Bestimmung von n, muss aus den Gleichungen F (z) = 0 und F’ (z) = 0 
z eliminiert werden. Diese Gleichungen sind (136, 137) folgende: 


3 


Z u ie Bno z — 4ng? = 0 


á 


(146 


2 


vi 


EM 3 innen 
Eliminirt man hieraus nach einander z*, z 
Methoden und setzt der Kürze wegen 
1280 —9 _ 


3 und z? nach einer der bekannten 


t 47 
27 Log 
so erhält man schliesslich die beiden Gleichungen: 
By GESELLEGER 
3 
(148 
à 16 6 
T r a 6—-n=0 | 
Hieraus ergiebt sich durch Elimination von z die Resultante: 
ett E Sg bo) = 0 
3 1 
oder 9 (1 — ti — 128 o (t — ~) (t — n) = 0 (149 


*) So weit hat auch Schülen a; a, O. die Gleichung 133 diskutiert, 


Durch weitere 


und da (aus 147) 


Entwickelung dieser Gleichung zur Bestimmung von n erhält man 


EE Br ae 


n 498 ot. 
Pe Bucht? = 9 (1 — t*)* 
Ze t 128 ert 


128 o = 9 (1 + 3 t) 


folgt, so wird die Bestimmungsgleichung fir n: 


so wird 


1 1 | e RE AN 
= LI E H — —— 

E eg EEIN 
Setzt man hierin der Kürze wegen die rechte Seite 
1 | (1 — t9? | 

-F1+ t? — =S 
t | | E E 
1 
n + IS) 


Hieraus ergeben sich die Wurzeln 


a)’ re TIE 
a (+) v2 (s ig Sai 
Vu P 
PAS, LI = i EE Së) 


wo unter y S? — 4 der absolute Wert zu verstehen ist. 


Aus 151 folgt nach einigen Reduktionen 


und 


folglich 


oder (nach 150) 


hw 
a) Se, 
F 1+ 3t 
an Een ew) 
ENT 1 +3 ` 
Gong = EHEM GE 
(ESA 
Der Wert für die Doppelwurzel selbst folgt aus 148: 
_ 166 ee, 
3 1 —t? 
„= 36, 9 (+3)a—F 
3 128° 1 — t? 
et, RES neta ces Di) 
E 8°} 1ı—# ne | 


GR 


(150 


(154 


(155 


— oe 


Um n herauszubringen, hat man (aus 153, 154) 


TE 
tt 9 ich teiräe da Gs 
ee 
Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in 155 und gehörige Reduktion erhält man 
b= ig [++ ¥6 —t) (Ql =F | (157 


Von diesen beiden Werten entspricht der mit dem oberen Vorzeichen dem Werte n,, 
sodass also 
A A 6 —# (i — 4 | (158 
16 | : S | 
wird. Dies ist aber die grössere der beiden Doppelwurzeln, folglich liegt sie im minimum 
von F (z). 


Es ist nun zu untersuchen ob z, zwischen Ze und 1 liegt. Der grösste hier in 


Betracht kommende Wert von 26 = 2 (1 — s) ist der dem kleinsten Wert von s d. i. 
23 entsprechende, also 2 (1 = = = 
39 entsprechende, also 2 30) = 46. 
Da nun der dem zweiten Wendepunkt zugehörige Wert z = 7 offenbar kleiner ist 
9 STE 
als z,, so ist um so mehr 16 < 2,, folglich unter allen Umständen 20 < z.. 
Es fragt sich ferner ob z, S 1 | 
2 3 deg a (159 
oder (158) ob 16 E Fir Bee | S 1 | 
oder 2 V (5— 90A —t)S7—3t (160 
119 — 128 s 
Nach 147 ist t = - m 
119 — 128 s 128 s — 56 
N E SE 
7 t 7 9 9 
8 
7—s8t= 9 (16s — 0 


1 - 
o Folglich ändert sich die Beziehung 160 nicht, wenn 
beide Seiten quadriert werden: 

9656 —tH) (1 — t s (i — 38 t)? 


d. i. aber positiv, da s > 


woraus durch Reduktion 


0S1 +3t 
und wenn für t der obige Wert gesetzt wird, 
Oe 128 (1 — s) 


Hier ist aber das obere Zeichen das richtige, also auch in 159: 
21 <a 
Die Doppelwurzel z, liegt also unbedingt zwischen 2 ø und 1, 
Aus dem Vorstehenden ergiebt sich für den Falls > = folgendes Resultat: (161 
Die Gleichung F (z) = 0 hat zwischen z = 2 ø und z = 1 
I. wenn ‘F (20) < o, F (1) > o, n > n, ist, eine reelle Wurzel, 
I]. wenn F (26) < o, F (1) > 0, n < n, ist, drei reelle Wurzeln, 
II. wenn F (20) > o, F (1) > 0, n < n, ist, zwei reelle Wurzeln, 
IV. wenn F (20) > o0, F (1) < 0, n < n, ist, eine reelle Wurzel, 
V. wenn F (26) > o, F (1) > 0, n > n; ist, keine reelle Wurzel. 
Setzt man der Kürze wegen 
e 2 (1 — s8) (4 s— = 
und für n wieder (: is so erhält man aus 161 mit Rücksicht auf 141, 142 folgendes 
(162 


(161a 


I> 


Ergebnis: 
ee À 23 
Das rechtwinklige Parallelepiped hat unter der Voraussetzung s > 3g) Wenn es 


um eine mit c parallele Achse gedreht wird, im zweiten Drehungsgebiet 


I. wenn ( a F 
b 


1 
>.) eine Gleichgewichtslage (stabil).*) 


II. wenn E ) 
b 


| 
>") drei Gleichgew. (stabil, labil, stabil). 


KS 


III. wenn aay 
b 

IV. wenn ‘Sy 
b 


> zwei Gleichgew. (labil, stabil). 
me ay 


KR 
1 


> e keine Gleichgew 


= ny 


V. wenn ZS db 
b 


*) Stabil und labil ist hier nur auf die Drehungsachse zu beziehen. 


g F eine Gleichgew. (labil). 


TT 
Die Bedingungen, welche durch die anderen schon von selbst erfüllt sind, sind ein- 
geklammert. 
Hierzu fügen wir noch die Bedingungen (141, 142) für s < 39 } 162 a 


VI. w ` o 
E E | <e so giebt es 
a) 
Me 


eine Gleichgewichtslage (stabil). 


VIIL. wenn ar) | >? : : 
b ) 1 keine Gleichgew. 
> 
KZ 
1 S A 
Ist 8 < g» 50 ist in allen Bedingungen 1 — s statt s zu setzen. 
Was die Stabilität des Gleichgewichts in den Fällen (162 I, II, IV, VI) betrifft, so 
ist dieselbe eine vollkommene, wenn (s. Fig. 22) HG < ¢ ist. Es ist aber HG = E ’ 
8 2 
also die Bedingung für vollkommene Stabilität 
x 
sin ps [< 
2 I —s 
oder, da (aus 134) cotg p, = 2 Ss - 24 
1 4 a? b? (1 — s}? 
sin? Pa = 1 -}- nr st ` EE also 
Se X 4 atb? (L= 
Te x? + Ze a folgt, 
so wird die Stabilitätsbedingung 
e 4 a? b? (1 — s)? 
x? + — E e e 
x 
oder E SCH gesetzt, 
N er ay’ de ge 
Dessen 163 
Hierin ist für z die Wurzel der Gleichung F (z) = 0 zu setzen, für welche F (z) 


aus dem Negativen ins Positive übergeht. Diese Wurzel muss nach irgend einer der 


: a 
bekannten Methoden bestimmt werden, wenn s und gegebene Zahlenwerte haben. 
b 
Allgemein lässt sich der genaue Grenzwert von € ) für die Stabilität nicht angeben. 
D 


Es findet aber sicher Stabilität statt, wenn c grösser als das maximum von H G ist. 
Letzteres tritt aber für den kleinsten Wert von x oder z ein, nämlich für z = 2 ¢ = 
2.(1 — s). Dann folgt aus 163 


(=) > 409+ (8) u 


Wenn die Bedingung 164 erfüllt ist, so ist das in den oben augegebenen Fällen 
(143, 161, 162) stattfindende Gleichgewicht vollkommen stabil. 

Ist die Drehungsachse mit a parallel, so ist in allen Bedingungen a mit c zu 
vertauschen. Die Bedingung 164 kann dann natürlich nicht erfüllt sein. 


*) Diese hat bereits Schülen a. a. O. angegeben, ebenso die Bedingungen für das 1, Drehungsgebiet. 


AN — 


C. Das dritte Drehungsgebiet. 


Das Verhalten des Parallelepipeds im dritten Drehungsgebiet erhält man am ein- 
fachsten aus den Bedingungen des ersten Gebiets, wenn darin a mit b vertauscht und 
90° — ø, statt d, gesetzt wird. 


In der aufrechten Lage (b horizontal, a vertikal) findet daher Stabilität statt (s. 123) 


b\® 
wenn (>) > 6 s (1 — s) ist. 
b 


Da 2 < 1 vorausgesetzt ist, so kann diese Bedingung nur für solche Werte von 
s erfüllt sein, für welche 6 s (1 — s) < 1 oder (s. 79) 


\ 

pel = 
+ 
u; 
Al 


d. i. > 0,7887 | 
1 i mae (1640 
und firs < =, 8 < -- / 12 dan 025 | 


ist. Im ersten Gebiet ist in diesem Falle die aufrechte Lage unbedingt stabil. Ist 
aber die Bedingung 164 nicht erfüllt, 


also (2) <6s(l—9 


ler EI > ii = 
oder kb Gs la 


so ist die aufrechte Lage labil, es giebt aber vorher eine schiefe stabile Lage, wenn (s. 131) 


(2) > ee) 


oder (= ) Fe. = ist - (: > =) (165 
TT = 2(1 — s) (448 — 1) 


Ist (s. 131) (y cad Sg aa vp 


also im ersten Gebiet keine stabile Lage, so kann die Bedingung 165 um so weniger 
erfüllt sein, dann giebt es also im dritten Gebiet auch keine. Der Drehungswinkel für 
die stabile Lage (165) ist aus der Gleichung (s. 125) 


cotg? p, = 12 (=) A T (166 
zu bestimmen. Dieses schiefe stabile Gleichgewicht ist übrigens noch an eine Bedingung 
e a\’ Ber We WC 
für s gebunden. Da = > 1 ist, so muss um so mehr ES TERN ol 
sein oder 2 (1 — s) (48 — 1) < 1. 


Wird diese Bedingung weiter entwickelt, so wird sie schliesslich 


ee 


erfüllt. 


bo 


3 
4 


ist also nur für s > 


eet ee 
Im dritten Drehungsgebiet kann also ein schiefes stabiles Gleichgewicht stattfinden 


3 e S = 1 | = a 
wenn s < 7 d. i. s < 0,75 ebenso (für Biren L) wenn s > | oder s > 0,25 ist. 
Letzteres ist (nach 127) vollkommen stabil. 


Aus den Abschnitten A und © folgt für das erste Drehungsgebiet: 


ze 


I. w b à 5 : 
Ga b (Ca eine Gleichgewichtslage, 
Il. wenn (=) | = pe = 8 Saba R 
b | > e zwei Gleichgewichtslagen, 
III. wenn E P <0 eine Gleichgewichtslage 
und fiir das dritte Drehungsgebiet: 
SC l 2 3 e 
I. wenn ( d <= eine Gleichgewichtslage, 
b. 6 s (1 — sl 
II. wenn ay T 1 TTT e 
>> zwei Gleichgewichtslagen, 
b 6 s (1 — s) £ 
Bir 
IS 
o 
Be 
> 
III. wenn aye | e ! 
(+) ' eine Gleichgewichtslage. 
| (> 6 s (1 — x) 


Mit Hilfe der vorstehenden Uebersicht*) ist man nun leicht im Stande für gegebene 
Werte von s, a, b die sämtlichen vorhandenen Gleichgewichtslagen zu bestimmen. Es 
mag noch bemerkt werden, dass wenn das Parallelepiped aus einer geraden (aufrechten) 
Lage um 90°, also in eine andere gerade Lage gedreht wird, immer abwechselnd eine 
stabile (wenigstens in Bezug auf die Drehungsrichtung) und eine labile auf einander 
folgen müssen. 


Kë 
Die Gewichtslagen eines schwimmenden Würfels. 


Das erste Drehungsgebiet eines Würfels für eine beliebige horizontale Drehungs- 
achse ist in Abschn. VI D erschöpfend behandelt. 

Im zweiten und dritten Drehungsgebiet kann der Wasserschnitt ein Fünfeck, 
Dreieck, Sechseck, Trapez sein. In allen Fällen wird von einer oder von beiden Grund- 
flächen je ein Dreieck abgeschnitten und es soll nun zunächst die erste Gleichgewichts- 
bedingung dafür untersucht werden. 

Es stelle Fig. 23 die obere Würfelfläche vor, von der das Dreieck BH G eintaucht. 
Es sei LM || BC, JK (|| G H) habe die Richtung der Drehungsachse und bilde 
mit L M den Winkel œw, sodass also auch W - B H G = w. Hs sei ferner EONF | GH, 
N F die (+ x) Richtung und N G die (+ y) Richtung. 


*) sowie der in 162 enthaltenen und der früher entwickelten Stabilitiitsbedingungen. 


a 7h 


Dann ist die erste Gleichgewichtsbedingung (98) 


T: yaf=0 
(fa e BH a) 


Bezeichnet man N H mit u, N G mit v, B P (| G H) mit h und B H mit ọ so 
findet man für das Dreieck H P B (wenn der Coordinatenanfangspunkt nach H gelegt wird) 


` - h* A h? ak 
x ydf = — 008° o — u. —- Coie w 
‘ 8 6 > 


und für das Dreieck GPB (wenn der Anfangspunkt der Coordinaten nach G gelegt wird) 
f if hs ht SR 
SZ vi = y- ~ v Oo — WEIT W 
Pi 6 b g Le) 


also für das ganze Dreieck HGB: 


> r js hi ? Së 
f> y d Ze 6 (v tg w u cotg w) - 8 (cotg? » — te’ œo) = 0 


be Ke | ` (v tg w — u cotg w) 4 8 (cotg? w — tg? w) |= 0 (167 


Wird die Seite des Quadrats mit a bezeichnet, so ist, wie man leicht findet, 


‘ Salag Bh ose 
u = Vo 9) cos @ „ Bin o 


ei 


a a e 
v= 5 cosw — (2 eig w) am o 
2 


Setzt man diese Werte in 104 ein, so erhält man nach einigen Reduktionen die 
Bedingungsgleichung 
> : h” (cos um — sin w) ' 
/ x vd f= — : > e P a- cos w — 0 (cos w —- sin el seg (168 
24 sin w- cos? | 
wo w zwischen den Grenzen 


T 
OL EEN 
x 4 
angenommen werden kann. Unter dieser Voraussetzung hat die Gleichung 168 nur zwei 
Lösungen 
: 1 
cos w — sin w = U also w = | 
4 (169 
und 2 a cos w — o (cos œw + sin ml = 0 | 
Aus der letzteren folgt 
2 a cos w 
(RÄ 3 
S cos w + sin w 
Da nun (s. Fig. 19) BH < a und BG < a oder oe < a und oe: tg œ < a goin 
muss, so unterliegt die zweite Lösung den Bedingungen 
2 a cos w = 
= a 
cos w 4 sin œw ~ 
woraus cos œ < sin w (169a 


*) Die Entwiekelung dieser Formeln kann ich aus Raummangel hier nicht mitteilen. 


— 50 — 


und 2 a cos w. tg w J 
> Se 
cos w + sin w 3 
woraus sin w < cos w (169b 


folgt. Die beiden Bedingungen 169a, b sind aber unerfüllbar, folglich fällt die zweite 
Lösung 169 weg und es bleibt als einzige Lösung der Bedingungsgleichung (168) 
TE = 
N) (170 
4 
„Es kann also für einen fünfeckigen oder dreieckigen Wasserschnitt 
nur Gleichgewicht stattfinden, wenn die Drehungsachse der Diagonale einer 
Fläche parallel ist“. 


As deg - A A s 7 
Für den fünfeckigen Wasserschnitt erhält man unter dieser Voraussetzung (w = sl 
wenn die Kathete des abgeschnittenen Dreiecks mit x bezeichnet und der Einfachheit 
wegen die Kante a = 1 gesetzt wird, als zweite Gleichgewichtsbedingung die Gleichung: 
2T f z? + (1 SI e Së — x) 4- 2? (1 gi 
’ l x“ 
wo 2 = 2 + (1 — x)? — (9 (171 
E) 
x? 
und zc lz E zk 
D 


und x zwischen 0 und 1 liegen muss. 


Aus Mangel an Raum muss ich die ausführliche Diskussion dieser Gleichung*) mir 
leider versagen und mich auf Mitteilung des Resultats beschränken. Die Gleichung 171 
hat (zwischen x = O und x = 1) eine reelle Wurzel, wenn 


4 / 2 
ee EE (172 


S 
Für die schiefe Gleichgewichtslage im ersten Drehungsgebiet folgt aus 82, wenn 


g 7 e ‘ > l 
darin © = 4 gesetzt wird, die Bedingung (fir iS >) 


- (1 — s)* 
Der EC 
6s (1 — s)— 1 
. 4-+ y 2 E: m 
woraus 8 > SS oder > 0,7735 folgt. 


DH 
Hat also ein in aufrechter Lage labil schwimmender Würfel im ersten Drehungs- 
gebiet keine neue Gleichgewichtslage, so hat er sicher eine im zweiten Gebiet (Fünf- 
eckiger Wasserschnitt), wenn die obere Fläche mit einer Ecke eintaucht. Es lässt sich 
auch zeigen, dass dieses Gleichgewicht stabil ist, worauf ich jedoch hier ebenfalls 
nicht näher eingehen kann. 
tritt dieses stabile Gleichgewicht im zweiten Drehungsgebiet ein, 


Firs < 


3 
wenn s > 7 d. i. > 0,2265 ist. 


) ebenso wie ihre Ableitung, 


ol — 


Taucht die obere Fläche des Würfels, wenn er aus der vorigen Lage in derselben 
Richtung weiter gedreht wird, tiefer ein, so kann bei genügend grossem specif. Gewicht 
der dreieckige Wasserschnitt entstehen, Die untere Grenze für s tritt ein, wenn 
der Wasserschnitt aus drei Flächendiagonalen gebildet wird. Dann ist das Volumen 
des über dem Wasser befindlichen Körperteils 


a 3 
Sra (8) 

6 
woraus Te 
als untere Grenze folgt. 


Da die Bedingung 170 für jede der drei durchschnittenen Würfelllächen stattfinden 
muss, so muss der dreieckige Wasserschnitt eine symmetrische Lage (senkrecht zu einer 
Würfeldiagonale) haben. Die Bedingungen ergeben, dass dieses Gleichgewicht stets 
labil ist. 


Wenn s < 6 (bzw. >) ist, so geht der fünfeckige Wasserschnitt bei weiterem 
Drehen in einen sechseckigen über. In diesem Falle wird von je zwei parallelen 
Flächen ein Dreieck abgeschnitten. Projieiert man das Dreieck der unteren Grundfläche 


auf die. obere, so erhält man in der letzteren (s. Fig. 21) die beiden Dreiecke G B H und 
D LM. Nach 118, 97, 98 ist dann die erste Gleichgewichtsbedingung 


< I 
fsvar—fxyat =o 
P 1 
wo fo f = GBH und / df = LDM ist und in beiden Summen die (-- x) Achsen 


entgegengesetzte Richtung, die (+- y) Achsen gleiche Richtung haben, Giebt man den 
letzteren auch entgegengesetzte Richtungen (N G und N, L) so wird die erste Gleich- 


gewichtsbedingung 
` d 7” 
[ss.ar+ / xydf=0 (173 


Das erste Glied hat nun (s. 168) den Wert 
IE Re a). Ca ee eee (174 
NE 24 sin w. cos *w | 


und oben wurde gezeigt, dass der Faktor 2 a cos œ — ọ (cos w + sin œ) nicht gleich 
Null sein kann und man sieht leicht ein, dass er stets positiv ist, wenn wœ zwischen 


0 und 45° liegt. Dasselbe gilt auch von den übrigen Faktoren. Die Summe [x y- df 


ist also positiv und nur für w = 45° gleich Null. Haben nun h, und o, für das Dreieck 
L DM dieselbe Bedeutung, wie h und ọ für das Dreieck GBH, so ist (nach 174) 


94 - sin w - cos” w 


» 3 P 5 
: bi - (cos w — sin œw) | dë: EN 
e e . | 2 a cos w — 0, (cos m + sin | (175 


und dieser Ausdruck ist ebenfalls (wie 174) für alle Werte von w zwischen O und 45” 
positiv und nur für w = 45° gleich Null. Daher ist w = 45° die einzige Lösung der 
Gleichung 173. Es muss also auch beim Sechseckschnitt das von der Grundfläche abge- 


"ka 


schnittene Dreieck gleichschenklig sein. Da dies aber für alle sechs Dreiecke der Fall 
sein muss, so ergiebt sich: 

In der Gleichgewichtslage hat der sechseckige, wie der dreieckige 
Wasserschnitt stets eine symmetrische Lage (senkrecht zu einer Würfel- 
diagonale). 


meo = ist das Sechseck ein regelmässiges und Schiilen*) hat bereits gezeigt, 


2 
dass das Gleichgewicht in diesem Falle stabil ist. 
Ueber den trapezförmigen Wasserschnitt, ebenso über den sechseckigen (wenn s zwischen 


E Aë . R e . 
; und e liegt), sind meine Untersuchungen noch nicht abgeschlossen. 
; ; rt, g 


Wird der Würfel um eine mit einer Kante parallele Achse gedreht, so bildet er 
einen speciellen Fall des rechtwinkligen Parallelepipeds, den bereits Schülen”*) ausführlich 
behandelt hat. 


Druckfehler. 


In der Figurentafel 1 o statt w. 


ad 
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